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[K^6b][K'll] 

mi  m:s  fa  nulles  de  cercles; 

Par  m.  R.  GOORMAGHTIGH. 


I.  —  GÉNÉRALITÉS. 

1.  Considérons  une  famille  de  cercles  t:  dépendant 
d'un  paramètre;  le  lieu  de  leurs  centres  P  est  une 
courbe  F  et  leur  rayon  H  est  une  fonction  de  l'arc  5  de 
cette  courbe.  En  vue  d'employer  les  méthodes  de  la 
Géométrie  intrinsèque,  prenons  pour  axes  mobiles 
des  œ  et  des  y  la  tangente  et  la  normale  en  P  à  la 
courbe  F  (fig-  i).  D'une  manière  générale,  les  coor- 
données des  points  où  la  courbe 

touche  son  enveloppe  s'obtiennent  (')  en  résolvant  le 
système  formé  par  cetle  équation  et 

àf  ^H         ^f 

où  p  désigne  le  rayon  de  courbure  de  F  en  P. 
Or,  l'équation  du  cercle  tt  est 

(')  Cksâro,  Natùrllche  Géométrie,  p.  24. 
Ann.  de  Matkemat.,  4°  série,  t.  XVI.  (Janvier  i^iU.)  i 


(2  ) 

Pour  ce  cercle,  l'équation  (i)  devient 


^  =  —  R 


ds 


Par  suite;  si  l'on  désigne  l'angle   K,P^  par  9,  les 


coordonnées  des  points  K,  et  K^  où  n  loiiclie  son  enve- 
loppe s'écrivent 


et  l'on  a 

(2) 


a7=Rcos6,        j>'=±RsinO, 


cosO  = —  . 

ds 


L'angle  8  sera  obtus  quand  R  croît  en  même  temps 
que  s,  aigu  dans  le  cas  contraire. 

Les  points  où  un  cercle  r^  de  centre  P  touche  son 
enveloppe  sont  symétriques  par  rapport  à  la  tan- 
gente en  P  au  lieu  des  centres  des  cercles  consi- 
dérés (  '  ) . 


(^)  Ce  résultat  et  la  relation  (2)  s'établissent  aisément  au  moyen 
d'une  considération  de  limites. 


(3  ) 

2.  L'enveloppe  se  compose  de  deux  branches  E< 
el  Eo  qui  sont  les  lieux  des  points  K<  et  K2-  Cherchons 
les  coordonnées  (:r,,  yi),  {x2,  y 2)  des  centres  de  cour- 
bure C|,  C2  de  E<,  E2  respectivement  en  K,  et  K2.  La 
droite  PK,  a  pour  équation 


(3) 


y 


X  tangtJ  =  o. 


Pour  trouver  les  coordonnées  du  point  G|  où  cette 
droite  touche  son  enveloppe,  il  suffit  de  résoudre  le 
système  formé  par  (3)  et  l'équation 

.  .  .^  ùx      d^ 

(y  —  p)  tanfft)  -h  ^  H — ! — -7-  — -  =  o, 

obtenue  en  dérivant  (3)  sous  la  forme  (i).  On  trouve 
ainsi 


M) 


sin  6  cos6 

^1   =    ÏTT-? 


dd 
ds 


y\ 


sin20 


De  même,  on  obtient 


(5) 


x^  — 


On  en  déduit 


(6) 


et 


PGi 


sina  cost 

"i         dJ) 

P         ds 


sin  G 


J2 


d^ 
ds 


sinse 


d^ 
ds 


db 
ds 


pa  = 


sinO 
I 

ù 


dO 
ds 


sin  0 


£1 


PGi        PC, 


1 


où  £,  =  dz  I ,  £0  =  ziz  I  suivant  les  cas.  Ceci  exprime  ('  ) 
que  la  courbe  F  a  en  P  même  centre  de  courbure  que 
la  conique  qui  touche  F  en  ce  point  et  a  Gj  et  G2  pour 
foyers. 


(')  Cksâro,  ISaltirlicke  Géométrie^  p.  47- 


(4  ) 

Les  centres  de  courbure  des  deux  branches  de 
l'enveloppe  du  cercle  iz  sont  les  foyers  d' une  conique 
ayant  en  P  avec  T  un  contact  du  deuxième  oindre. 

On  peut  énoncer  ce  théorème  sous  la  forme  suivante, 
utile  pour  certaines  constructions  : 

Si  l'on  projette  le  centre  de  courbure  G  de  V 
sur  PC,,  puis  le  point  obtenu  sur  PC,  cette  dernière 
projection  appartient  à  la  droite  G)  G2. 

3.  Des  expressions  (4)  et  (5)  on  déduit  Je  coefficieut 
angulaire  de  la  droite  G|Go 


tange  =_ptangO^ 


Gette  droite  a  donc  pour  équation 

sin2  6  .  ^0   /  sinOcosO 

p        ds  \ 

ou,  plus  simplement, 

(7)  y  =  9^'''^['^^^-^^d^) 

Elle  coupe  la  droite  K.Ka,  d'équation 

(8)  ce  —  R  cos6  ==  o, 

en  un  point  d'ordonnée 

(9)  psin0^sin6-R^j. 


I     d^ 

p        ds 

[ 
P 

^0 
ds 

1 

1 

I         d%     ' 
p        ds 

1 

P 

f/6 
ds 

Glierchons,  d'autre  part,  l'ordonnée  du  point  C3  où 
la  droite  K,  K2  touche  son  enveloppe.  Résolvons  donc 


(  5  ) 
le  système  d'équations  formé  par  (8)  et  réquation 

(lo)  j._p_pcose-^4-pRsme^  =  o, 

obtenue  en  dérivant  (8)  sous  la  forme  (i).  En  tenant 
compte  de  (2),  l'équation  (10)  s'écrit 

/VA 
(il)  •       y  —  p  sin2  6 -f- pR  sin  6—  =  o. 

De  (8)  et  (i  i)  on  déduit  pour  l'ordonnée  de  G3 
p  sÎQÔ  (  sin6  —  R  —  j  , 

valeur  identique  à  (9).  On  a  donc  ce  théorème  : 

Les  centres  de  courbure  de  r  enveloppe  en  ses 
points  de  contact  avec  un  cercle  iz  sont  en  ligne 
droite  avec  le  point  où  la  corde  de  contact  de  cette 
enveloppe  avec  ce  cercle  touche  son  enveloppe. 

Ce  théorème  donne  lieu  à  des  conséquences  intéres- 
santes dont  quelques-unes  sont  des  propositions  con- 
nues (  *  ).  Il  peut  être  considéré  comme  la  généralisation 
d'une  propriété  des  centres  de  courbure  aux  points 
correspondants  de  deux  courbes  inverses. 

Si  l'on  applique  le  théorème  de  Menelaûs  au  triangle 
C,  PC2  coupé  par  la  transversale  K,K2G3,  on  voit  que 
le  point  G3  divise  G<  G2  dans  le  rapport  de  K,  G^ 
à  K2G2.  On  peut  donc  énoncer  la  propriété  qui  précède 
de  la  manière  suivante  : 

Le  point  où  la  droite  K,  K2  touche  son  enveloppe 
divise  la  droite  qui  joint  les  centres  de  courbure  des 
enveloppes  E|  et  E2  en  K,  et  K2  dans  le  rapport  des 
rayons  de  courbure  correspondants. 

(')    Voir  paragraphes  5,  14,  IG,  20,  22. 


(  6  ) 

4.  Courbes  équidistantes.  —  On  sait  que  F  est  la 
courbe  équidistante  (')  de  E<  et  E2.  Les  développe- 
ments qui  précèdent  donnent  la  construction  de  la 
tangente  et  du  centre  de  courbure  au  point  P  de  celle 
courbe.  Si  l'on  mène  de  P  les  normales  égales  PK, 
et  PR2  aux  courbes  E,  et  Eo,  la  tangente  Pjc  en  P  à  F 
est  la  bissectrice  de  l'angle  K,  PK2.  Le  centre  de  cour- 
bure s'obtient  par  la  construction  suivante  : 

La  droite  qui  joint  les  centres  de  courbure  G,,  G2 
des  courbes  E,,  E2  en  K,,  K2  rencontre  la  normale  à 
la  courbe  équidistante  en  L.  La  perpendiculaire 
en  h  à  PL  rencontre  PG<  en  N,  celle  en  N  sur  PG| 
coupe  PL  au  centre  de  courbure  cherché. 

o.  Fibre  moyenne  (2).  —  On  considère  les  cordes 
K|  K2  également  inclinées  sur  deux  courbes  E»,  E25 
telles  que  les  tangentes  en  K,  et  K2  à  ces  courbes 
forment  avec  K,  K2  un  triangle  isoscèle. 

Le  paragraphe  3  donne  la  construction  du  point  où 
une  telle  corde  K,K2  touche  son  enveloppe  : 

Le  point  ou  K,K2  touche  son  enveloppe  est  son 
point  dHnter section  avec  la  droite  qui  joint  les 
centres  de  courbure  des  courbes  E,^  E2  en  K,  et  Ko- 

Le  lieu  <ï>  du  milieu  Q  de  K,  K2  est,  d'après  la  déno- 
mination de  M.  d'Ocagne  (^),  la  fibre  moyenne  des 
courbes  E,,  E2;  ce  lieu  est  la  courbe  orthoplique  de  F 
et  du  lieu  de  G3.  On  déduit  donc  des  résultats  qui  pré- 
cèdent cette  construction  de  la  normale  au  point  Q  de 
la  fibre  moyenne  : 


(')  LoRiA-ScnuTTK,  Spezielle  ebene  Kurven,  t.  II,  p.  356. 

(^)  LoRiA-Sc HUTTE,  Ibid.,  p.  357. 

(3)  Cours  de  Géométrie  descriptive^  Paris,  1896,  p.  275. 


(7  ) 
La  droite  K,  R2  rencontre  en  Q^yla  droite,  qui  joint 
les  centres  de  courbure  e/i  K,  et  K2  des  courbes  don- 
nées E|  et  E2  ;  les  normales  à  ces  courbes  en  ces  points 
se  rencontrent  en  P;  la  droite  qui  joint  Q  au  milieu 
de  VQ:^est  la  normale  cherchée. 

0.  Trajectoires  orthogonales.  —  Au  lieu  de  rap- 
porter le  cercle  tt  à  la  tangente  et  la  normale  de  F  en  P, 
considérons  un  point  iVl  où  le  cercle  rencontre  une  tra- 
jectoire orthogonale  et  prenons  pour  axes  mobiles  la 
tangente  et  la  normale  M^,,  My,  à  cette  trajectoire  en 


Fis. 


ce  point  {Jig.  '2).  Soient  5i,  p,,  C^  l'arc,  le  rayon  et  le 

centre  de  courbure  de  celte   trajectoire  en  M.  Si  l'on 
dérive  l'équation 

^•2_|_  j2_|_  nxx  =  O 

du  cercle  tt,  sous  la  forme 

on   obtient  pour  l'équation  de  la  corde  de  contact  du 


(  8  ) 


cercle  tz  avec  son  enveloppe 


</[JL 


Cette   droite  contient  le  centre  de  courbure  G^  de  la 

T 
trajectoire  orthogonale  en  M.  On  retrouve  donc  cette 
propriété  connue  : 

La  corde  de  contact  d'un  cercle  tû  avec  son  enve- 
loppe est  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  trajec- 
toires orthogonales  de  la  famille  de  cercles  aux 
points  oà  elles  coupent  le  cercle  r^. 

7.  Trajectoires  d'angle  a.  —  Plus  généralement, 
rapportons]  le  cercle  tt  à  la  tangente  et  la  normale  au 
point  M  où  ce  cercle  rencontre  une  trajectoire  d'angle  a 
{fig.  3).  Soient  ^2,  po,  ('a  l'ai^c,  le  rayon  et  le  centre 

Fie.  3. 


de  courbure  de  cette  trajectoire  en  M.  L'équation  du 
cercle  étant 

celle  de  la  corde  de  contact  du  cercle  avec  son  enve- 


rfR 


(9) 
loppe  sera 

{y  —  p2)(^-l-Rsina) 

—  ^{y — R  cosa) -{- (^  sina — ^cosa)^-^=o, 

Cette  corde  coupe  la  tangente 

y  —  X  tanga  =  o 

en  M  à  TT  sur  la  droite 

a7(p2  —  R  cosa)  —  RjKsinaH-p2Rsina  =  o; 

c'est  la  droite  PCa  (^  ).  L'intersection  de  la  tangente  à  u 
en  M  avec  la  corde  de  contact  de  n  avec  son  enveloppe 
est  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  orthogonale 
ail  point  M.  On  a  donc  cette  construction  du  centre  de 
courbure  de  la  trajectoire  d'angle  a  en  M  ; 

La  tangente  en  M^  à  tz  rencontre  la  corde  de  con- 
tact de  ce  cercle  avec  son  enveloppe  en  G^^  le  centre 

T 
de  courbure  Ga  est  à  V intersection  de  PG^  et  de  la 

normale  en  M  à  la  trajectoire  considérée. 

Prenons  maintenant  pour  axe  polaire  la  lan.gente  Vx 
en  P  à  la  courbe  F;  désignons  par  a  la  distance  PQ, 
par    /   le   rajon    vecteur   PGa,   par   to   l'angle  de   PG» 

avec  Pjc,  par  [B  l'angle  G^PM.  Nous  avons  alors 

T 

T^^  a  „        R  coso) 

PCtt  =  ,  cos  B  =  , 

-       cosoj  a 


(')  Si  l'on  considère,  pour  une  fanriillc  de  courbes  quelconques, 
les  trajectoires  qui  passent  par  un  point  donné  et  qui  correspondent 
à  diflcrenlcs  valeurs  de  a,  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  ces 
trajectoires  eu  ce  point  est  une  droite  (  voir  CesAro,  Natiirliche 
Géométrie,  p.  i48). 


(     lO    ) 

d'où  l'on  déduit,  en  considéranl  le  triangle  PMCa, 
R  sina  R  ?in  a 


/ 


,sin(j3  —  a)        sin  ^  cosa  —  cos  ^  sina 

rt R  sina 


cos  a  yj à^ —  R2  cos^to  —  R  sin  a  cos  to 

Lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  le  cercle  tt,  l'angle  a 
restant  constant,  le  lieu  de  Ca  est  donc  une  conique.  On 
a  donc  le  théorème  suivant  : 

Les  centres  de  courbure  des  trajectoires  d'angle  a 
d'une  famille  de  cercles  aux  points  où  elles  ren- 
contrent Vun  des  cercles  appartiennent  à  une  même 
conique. 


I[. 


Ceucles  dilatés  ou  contractés. 


8.   Centre  de  courbure  de  V ovale  de  Descartes.  — 
Soit  M  un  point  de  l'ovale  de  Descaries  définie  par  les 


'ig-  4- 


foyers  F  et  F'  et  les  constantes  A  et  V.  En  désignant  FM 
et  F' M  {fig.  4)  pai'  '*  et  r\  on  a  donc 


(  ■■  ) 

d'où,  par  dérivation, 

^  dr       . ,  dr' 

ou,  eu  égard  aux  formules  de  Cesâro  qui  servent  à 
exprimer  que  les  points  F  et  F'  sont  immobiles  (  *  ), 

(i5i)  •        X  cos6 -h  X' cosf)'=  o, 

0  et  0'  désignant  les  angles  de  MF  et  MF'  avec  la  tan- 
gente Mx  en  M  à  l'ovale.  Par  suite,  la  normale  s'ob- 
tient en  composant  deux  vecteurs  proportionnels  à  X 
et  X'  dirigés  de  M  vers  F  et  F'  (  Poinsot).  Les  secondes 
formules  de  Gesàro  donnent  ensuite 

rfG  _   I         sine  ^6'  _  i_        sin6' 

ds        p  /■  ds         p  r' 

OÙ  p  désigne  le  rayon  de  courbure  de  l'ovale  en  M.  On 
en  déduit 

(i3)        A  sin 0 -T- -h  X  sm 0  -7^ 
ds  ds 

Xsin8  '     X'sinO'        Xsin^e        X'sin^S' 


En  dérivant  (12)  par  rapport  à  5,  on  voit  que  le  pre- 
mier membre  de  (i3)  est  nul.  Donc 

,    ,.  XsinO  + X'sinO'        XsinîQ        X'sin2  6' 

^'''>  ^ =-T-  +  —F— 

Gomme  "k   e».    A'    sont  proportionnels  à   — cosO'  et 
cos9,  on  a,  par  suite. 


fi5) 


■5 
sinFMF'  cosO'sin2  0        cos0sin26' 


Les   perpendiculaires    élevées   en    F  et  F'  sur  MF 


(')  Cesâro,  Natiirliche  Géométrie^  p.  2*. 


(  >2  ) 

et  MF'  rencontrent  la  normale  en  a  et  a',  celles  élevées 
en  a  et  7/  sur  cette  normale  coupent  FM  et  F' M  en  [i 
et  P'.  On  a  alors^  d'après  (i5), 

sinFMF'  _  sina'Mp'        sinaM^ 

ce  qui  exprime,  en  vertu  d'un  théorème  élémentaire, 
que  le  centre  de  courbure  recherché  C  appartient  à  la 
droite  p^^  On  a  donc  cette  construction  du  centre  de 
courbure  de  l'ovale  en  M  : 

Les  perpendiculaires  élevées  en  F  et  ¥'  sur  MF 
et  MF'  rencontrent  la  normale  en  ol  et  a',  celles  éle- 
vées en  a  et  a/  sur  cette  normale  coupent  MF  et  MF' 
en  p  et  [^'.  Le  centre  de  courbure  est  à  Vintersection 
de  ^^'  avec  la  normale  (  '  ). 

9.    Cercles  dilatés   ou    contractés.   —   Supposons 

qu'on  dilate  ou  contracte  dans  un  rapport  donné  rr 

les  cercles  tt  par  rapport  à  leurs  centres  et  proposons- 
nous  d'étudier  les  rapports  entre  les  éléments  de  la 
figure  I  et  ceux  de  la  nouvelle  figure  {Jîg-  5)  obtenue 
en  considérant  les  cercles  dilatés.  Appelons  R'  le  rajon 
du  cercle  dilaté  r:'  déduit  du  cercle  iz,  K',  et  K'2  ^^^ 
points  de  contact  de  tx'  avec  les  deux  branches  E'^  et  £!, 
de  la  courbe  que  ce  cercle  enveloppe  quand  son  centre 
décrit  la  courbe  F,  Q'  le  milieu  de  K',  Kg,  G'^  C'^  les 
centres  de  courbure  de  E',  et  E',  en  K',  et  K'^,  G'3  le 
point  oii  K'^  K^  touche  son  enveloppe. 


(')  M.  H.  Bouvaist  a  donné  {Nouvelles  Annales,  1914.  P-  ^47) 
une  autre  construction  qui  nous  paraît  moins  simple.  Elle  est 
déduite  directement  de  la  relation  (14 )  sans  passer  par  la  forme  (i5) 
qui  donne  lieu  à  une  construction  géométrique  plus  simple. 


(  -3  ) 
Il  est  aisé  de  voir  que  G,  Go  est  parallèle  à   C,  C!, 


Gar,  si  l'on  désigne  l'angle  R'^  P.r  par  9',  on  a 

(1(3) 


dR'  .,       X        . 

z—  =  cos6  =  T-7COs6, 

as  À 


relation  dont  l'importance  pour  l'étude  des  caustiques 
par  réfraction  est  évidente.  On  a  ensuite 


(•7) 

et,  par  conséquent, 


sint)  — —  =  -r-sino— j- 
as         À  as 


^      ds  *=     ds 

En  tenant  compte  de  la  valeur  du  coefficient  angu- 
laire de  G|  Co,  trouvée  au  paragraphe  3,  on  voit  que  les 
droites  G1G2  et  G',  G!,  sont  parallèles. 

On  considère,  pour  une  position  du  cercle  7t,  les 
points  où  les  cercles  iz'  coirespondant  à  des  dilata- 
tions quelconques  touchent  les  ençeloppes  E\  et  E'^ 


(  i4  ) 

qui  leur  correspondent .  La  droite  qui  joint  les 
centres  de  courbure  de  ces  enveloppes  en  ces  points 
reste  parallèle  à  une  direction  fixe. 

D'autre  part,  on  a 

Or,  si  Ton  désigne  par  L'  le  point  analogue  à  L  cor- 
respondant au  cercle  tc', 

CL'=  pcos2e'=  (jXcL. 

De  là  on  déduira  aisément  que  le   point  G^  appar- 
tient à  la  droite  CG3  et  qu'on  a 

/  A  \  2 


^(9 


Tous  les  points  G3  qui  correspondent  à  une  posi- 
tion du  cercle  net  à  des  rapports  de  dilatation  quel- 
conques appartiennent  à  une  droite  issue  du  centre 
de  courbure  G  de  la  courbe  F  au  point  P. 

10.  La  comparaison  des  expressions  de  PG,  et  PG^ 
conduira  à  une  importante  généralisation  des  dévelop- 
pements du  paragraphe  2. 

On  a,  d'après  (6), 

•  w  y  si  112  e' 

^^2-    ,        ^6'    -   X'   I    .    ^,       X'   .    ^,^6'  ' 
—  -:r siii  0  —  ^  sin  0  -7- 

p        as  X   p  X  as 

ou,  en  vertu  de  (17), 

^sin2e' 

pg;  =  ^ 


X'  I  .  .,      .  .  ^0 

^; sinO  —  siiio  -7- 

X   p  as 


(  >5) 


On 

en 

déduit 

(18) 

X'  sin20'        X'   I    .    ^,         .    ,  «?6 
_              =  ^  -  sin  6  —  sin  9  -7- 
X     PG^          X   p                         ds 

Or, 

(19) 

sin2  6        sine          .    .  û?6 

I      Pin  n         - • 

PC,            p                  ds 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  relations  (18) 
et  (19),  on  obtient 

,      ,  Xsin6-f-X'sin6'        XsinsQ        X'sin^ô' 

^"^^         p =  -pcT  ^  "PcT' 

relation  idenlique  à  (i4)- 

Par  conséquent,  l'ovale  de  Descartes  de  foyers  C, 
et  G'^,  passant  par  Met  correspondant  aux  constantes!, 
)/,  a  en  M  même  centre  de  courbure  que  la  courbe  F. 
D'où  ce  théorème  qui  généralise  celui  du  paragraphe  2  ; 

Le  centre  de  courbure  de  la  première  branche  de 
l^ enveloppe  du  cercle  tz  et  celui  de  ta  seconde  branche 
de  Venveloppe  du  cercle  dilaté  iz'  sont  les  foyers 
d'une  ovale  de  Descartes  correspondant  à  des  con- 
stantes dont  le  rapport  est  celui  de  la  dilatation  et 
qui  a  au  point  P  un  contact  du  deuxième  ordre  avec 
la  courbe  V . 

On  en  déduit  la  construction  qui  sert  à  déduire  le 
point  G2  de  G,  : 

On  élève  en  G,  sur  PG,  une  perpendiculaire  qui 
coupe  PG  en  a,  puis  en  a  une  perpendiculaire  sur  Pa 
qui  coupe  PG,  en  ^;  G|3  rencontre  K^P  en  p'.  On 
projette  ^'  en  y.'  sur  PG;  G'^  est  la  projection  de  a.' 
sur  K;  p. 

H.   Ge  résultat  permet   d'obtenir   immédiatement, 
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pour  une  position  du  cercle  tt,  le  lieu  des  points  C 
et  C'jj  correspondant  aux  cercles  dilatés  déduits  du 
cercle  tz  en  lui  faisant  subir  des  dilatations  quelconques. 
Ceci  revient  à  chercher  le  lieu  du  second  foyer  d'une 
ovale  de  Descartes  qui  a  pour  foyer  un  point  donné  et 
a  en  un  point  donné  un  centre  de  courbure  donné. 

Si  l'on  reprend  donc  la  figure  4,  la  droite  ^'C  étant 
fixe,  on  suppose  p,  a,  F  mobiles  et  l'on  cherche  le  lieu 
de  ce  dernier  point.  Or,  il  est  aisé  de  voir  que  aF  en- 
veloppe une  parabole  tangente  à  MC  en  M.  Par  suite, 
le  lieu  de  F  est  la  podaire  d'une  parabole  par  rapport  à 
l'un  de  ses  points,  c'est-à-dire  une  cissoïde  oblique. 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Le  lieu  du  second  foyer  dhine  ovale  de  Descartes 
dont  un  foyer  est  un  point  fixe  donné  et  quia  en  un 
point  donné  un  centre  de  courbure  donné  est  une 
cissoïde  oblique. 


Ensuite,    revenant    à    l'élude    des   enveloppes    des 
cercles  dilatés,  on  a  la  proposition  suivante  {fig-  ^3)  : 


(  -7) 
Quand  on  considère^  pour  une  position  du  cercle  tt, 
les  cercles  tz'  correspondant  à  des  rapports  de  dila- 
tation quelconques^  le  lieu  des  centres  de  courbure 
de  leurs  enveloppes  E',  et  E',  aux  points  de  contact 
avec  ces  cercles  est  une  cissoïde  oblique. 

12.  Lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux 
courbes  sont  dans  un  rapport  constant.  —  Quand  on 
considère  comme  courbes  données  les  courbes  E|  etE^, 
le  lieu  cherché  est  la  courbe  F;  d'après  ce  qui  précède, 
sa  normale  s'oblient  en  composant  deux  vecteurs  di- 
rigés suivant  PC,  et  PC!,  et  proportionnels  à  A  et  )/. 

En  outre,  on  a  pour  son  centre  de  courbure  la  con- 
struction suivante  : 

Les  perpendiculaires  élevées  en  C,  et  C^  sur  PG| 
et  va.,  rencontrent  la  normale  en  a  et  a',  celles  éle- 
vées en  a  et  a!  sur  cette  normale  coupent  PG|  et  PG!^ 
en  p  et^^ .  Le  centre  de  courbure  cherché  est  le  point 
de  rencontre  de  ^P'  avec  la  normale. 

13.  Fibres  moyennes.  —  Gomparons  les  deux  fibres 
moyennes,  lieux  des  points  Q  et  Q'.  D'après  le  para- 
graphe 5,  leurs  normales  en  ces  points  coupent  PGaux 
projections  T  et  T'  de  G3  et  G^  sur  PG.  On  a,  d'autre 

part, 

X 


Q'P  :  QP  =  /-j"=G^G  :  G3G  =  T'G  :  TG; 

d'où  ce  théorème  : 

Si  Von  considère  sur  la  tangente  en  un  point  va- 
riable P  d' une  courbe  X  deux  points  variables  Q 
et  Q'  tels  que  le  rapport  PQ  :  PQ'  soit  constant^  le 
centre  de  courbure  de  V  en  P  divise  dans  le  même 
rapport  constant  le  segment  que  déterminent  sur  la 

Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  l.  XVI.  (Janvier  rgiô.)  2 
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normale  de  F  en  P  les  normales  en  Q  et  Q'  aux  lieux 
de  ces  points. 

On  voit  que  cette  proposition  généralise  une  pro- 
priété bien  connue  des  développées  intermédiaires  i^)\ 
ce  cas  s'obtient  quand  F  est  la  développée  du  lieu  de  Q. 

III.  —  Cas  spéciaux  remarquables. 

14.  LHnversion.  —  Quand  la  droite  K^Ko  égale- 
ment inclinée  sur  les  courbes  Ej  et  Eo  passe  par  nn 
point  fixe  C3,  ces  courbes  se  correspondent  dans  une 
inversion  de  centre  C3.  Le  théorème  du  paragraphe  3 
donne  alors  cette  proposition  d'ailleurs  connue  (-)  : 

Les  centres  de  courbure  en  deux  points  corres- 
V    pondants  de  deux  courbes  inverses  sont   en   ligne 
droite  avec  le  centre  d'' inversion. 

Si  El  et  E2  appartiennent  à  une  même  courbe, 
celle-ci  est  anallagmatique^  la  déférente  étant  la 
courbe  F.  Les  cercles  tc  sont  alors  orthogonaux  à  un 
cercle  de  centre  C3.  Or,  si  Ton  dilate  ces  cercles  dans 

le  rapport  constant  x-  par  rapport  a  leurs  centres,  on 

aura,  en  vertu  du  paragraphe  7, 

G3G3  :  C3G  =  — ^-7^     ; 

les  lieux  de  G'3  et  de  G  sont  donc  homothétiques. 

Une  courbe  anallagmatique  est  V enveloppe  des 
cercles   orthogonaux  à  un  cercle  fixe  et  dont  les 


(  '  )  L,    Braude,  Les  coordonnées  intrinsèques  (Scientia)^  p.  55. 
(-).Cesâro,  NatUrliche  Géométrie,  p.  29. 


dR 

R 



—  (X 





ds 

s 
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centres  appartiennent  à  la  déférente;  si  V on  dilate 
ces  cercles  dans  un  rapport  constant  par  rapport  à" 
leurs  centres^  les  cordes  de  contact  de  ces   cercles 
avec  leurs  enveloppes  sont  normales  à  une  courbe 
homothétique  à  la  déférente. 

lo.  Le  rayon  R  est  proportionnel  à  Varc  s.  — 
On  a  dans  ce  cas 

(21)  R  =  «5,         cos6  = 

Les  développées  de  E,  et  Eo  sont  donc  les  dévelop- 
poïdes  d'angle  zb  8  de  la  courbe  T.  D'où  ce  théorème  : 

Les  développoïdes  cC une  courbe  sont  les  dévelop- 
pées des  courbes  cju^ enveloppe  un  cercle  ayant  son 
centre  sur  la  courbe  donnée  et  dont  le  rayon  varie 
proportionnellement  à  Varc  de  cette  courbe. 

M.  Braude  a  démontré  (')  que  l'enveloppe  des 
cercles  obtenus  en  c(>ntractant  les  cercles  osculateurs 
d'une  courbe  dans  un  rapport  constant  par  rapport  à 
leurs  centres,  se  compose  de  deux  développoïdes  de  la 
courbe.  Cette  propriété  résulte  des  considérations  qui 
précèdent,  si  l'on  prend  pour  courbe  F  la  développée 
de  la  courbe  considérée  et  si  l'on  tient  compte  de  la 
relation  (21). 

Quant  aux  cercles  osculateurs  contractés  par  rap- 
port au  point  de  contact  avec  la  courbe  donnée,  consi- 
dérés aussi  par  M.  Braude,  la  construction  par  points 
de  leur  enveloppe  résulte  du  paragraphe  1  et  de  la 
pro[)riété  des  développées  intermédaires ,  que  dé- 
crivent leurs  centres,  rappelée  au  paragraphe  13. 

(')  Les  coordonnées  inlrinsèr/ues  (Scientia),  p.  22. 
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16.   Cas  d\iii  cercle  -k  égal  au  cercle  oscillateur . 
—  Dans  ce  cas 

p'  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  dévelo)3pée  de  F 
en  C.  On  a  donc  ce  ihéorème  : 

Quand  on  décrit^  de  chaque  point  d^ une  courbe 
comme  centre^  un  cercle  égal  au  cercle  osculateur ^ 
la  corde  de  contact  de  ce  cercle  avec  son  enveloppe  a 
pour  enveloppe  la  troisième  développée  de  la  courbe. 

En  oulre,   le   théorème  du   paragraphe  3  donne  la 
propriété  suivante  : 


Les  centres  de  courbure  de  V enveloppe  aux  points 
ou  elle  touche  le  cercle  sont  en  ligne  droite  avec  le 
troisième  centre  de  courbure  de  F  en  P. 


17.  Courbes  isotèles.  —  Lorsque  la  branche  E,  de 
l'enveloppe  se  réduit  à  un  point  fixe  K,,  la  courbe  F 
est  l'isotèle  (^)  de  la  courbe  Eo  pour  le  point  R,.  La 
fibre  moyenne  <I>  {fig-  7)  est  alors  homothétique  à  la 
courbe  Eo  et  F  est  Fantipodaire  de  <ï>  relativement  à  R, . 
On  retrouve  donc  ce  théorème  bien  connu  : 

L'isotèle  d^ une  courbe  E2  par  rapport  à  un  point 
R,  est  Jiomotliétique  à  V antipodaire  de  cette  courbe 
par  rapport  à  R, . 

La  méthode  générale  du  paragraphe  4  donne  la  con- 
struction suivante  du  centre  de  courbure  en  un  point  Q 
de  la  podaire  <I>  d'une  courbe  F  par  rapport  à  un 
point  R,   : 

(')  LoRiA-ScHÛTTE,  Spezielle  ebene  Kiirven,  t.  II,  p.  356. 
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On  projette  le  centre  de  courbure  de  F  au  point  P 
en  N  sur  K,  P,  puis  N  en  L  sur  PC;  la  droite  K4L 
renferme  le  centre  de  courbure  cherché. 

Fig.  7. 


On  voit  aisément  que  cette  construction  ne  diffère 
pas  essentiellement  de  la  construction  classique  ('). 

Le  théorème  du  paragraphe  2  prend,  dans  le  cas 
actuel,  la  forme  suivante  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  dont  un  foyer  est 
fixe  et  qui  ont  avec  une  courbe  donnée  un  contact 
du  deuxième  ordre  est  la  développée  de  la  podaire 
de  cette  courbe. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  F  est  un  cercle  passant  par 
le  point  R,,  on  a  donc  celte  propriété  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  qui  osculent  un 
cercle  donné  et  ont  pour  foyer  un  point  fixe  de  ce 
cercle  est  une  cardioïde . 


(^)  CesXro,   Natiirliche  Géométrie,  p.   3o.  —  L.   Braude,  Les 
coordonnées  intrinsèques,  p.  84. 
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Si  l'on  observe  que  la  contre-podaire  focale  d'une 
parabole  est  une  autre  parabole,  on  obtient,  de  même, 
ce  théorème  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  dont  un  des  foyers 
est  le  foyer  d\ine  parabole  et  qui  ont  avec  la  déve- 
loppée de  cette  parabole  un  contact  du  deuxième 
ordre  est  une  parabole  semi-cubique. 

Dans  le  cas  de  la  spirale  logarithmique,  on  a  le  ré- 
sultat suivant  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  qui  ont  avec  une 
spirale  logarithmique  un  contact  du  deuxième  ordre 
et  qui  ont  le  pôle  pour  foyer  est  une  spirale  loga- 
rithmique. 

18.  Cas  où  les  branches  E,  et  E2  appartiennent  à 
une  même  courbe.  —  On  voit  aisément  que,  dans  ce 
cas,  la  courbe  F  est  le  lieu  des  points  doubles  d'une 
famille  de  courbes  parallèles  ;  ce  sont  les  courbes 
parallèles  à  l'enveloppe  des  cercles  u.  Les  propriétés 
de  ce  lieu  F  déduites  des  paragraphes  1  et  2  font 
l'objet  de  la  question  1225  proposée  par  Cesâro  dans 
Mathesis  (1899,  p.  iSa). 


IV.  —  Cas  ou  l'une  des  branches  db  l'enveloppis 

EST    UNE    DROITE. 

19.  Construction  du  centre  de  courbure.  —  Si  la 
branche  E2  de  l'enveloppe  est  une  droite  8,  la  branche 
El  peut  être  considérée  comme  élant  l'enveloppe  de  la 
symétrique  de  8  par  rapport  aux  tangentes  de  F,  ou  le 
lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  touchent  F  et  qui  ont  5 
pour  directrice. 


(  ^3  ) 
La  branche  E2  étant  une  droite,  on  a 

1  _  ^ 
p         ds 

Dès  lors,  l'expression  de  PC,  devient 

I*Ci  =  ^ir-  —  =   -  PC  sinO. 

I        c?6  2  1 

0       as  0 

On  a  donc  la  construction  suivante  du  centre  de  cour- 
bure de  l'enveloppe  : 

Le  centre  de  courbure  de  E,  en  ¥^^  est  la  projec- 
tion du  milieu  du  rayon,  de  courbure  de  T  enP  sur 
la  normale  en  K,  à  E, . 

Le  théorème  du  paragraphe  2  donne  ensuite  la  pro- 
priété suivante  : 

La  développée  de  E,  est  le  lieu  des  foyers  des  pa- 
raboles dont  Vaxe  est  perpendiculaire  ào  et  qui  ont 
avec  r  un  contact  du  deuxième  ordre. 

Les  enveloppes  E,  qui  correspondent  à  des  droites  o 
parallèles  sont  des  courbes  parallèles. 

20.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  point  C3  où  la 
corde  K,  K2  touche  son  enveloppe  jouit  d'une  pro- 
priété intéressante.  En  vertu  du  paragraphe  3,  ce  point 
se  trouve  sur  la  perpendiculaire  menée  par  G,  à  o 
puisque  cette  perpendiculaire  renferme  le  centre  de 
courbure  de  la  courbe  IL  en  Ko.  Les  triangles  K,  PK2 
et  K^GiC.i  {fig.  8)  étant  semblables,  C1C3  est  égal 
à  G,  K,  et  le  point  G3  appartient  au  cercle  osculateur 
de  E,  en  K.,.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Si   Vune   des   branches   de   r  enveloppe  est    une 


(  24  ) 
droite^  la  corde  de  contact  du  cercle  variable  avec 


Fis.  8. 


son  enveloppe   touche  son  enveloppe  sur  le  cercle 
osculateur  de  Vautre  branche. 

21.  Remarquons  que  la  tangente  en  C3  au  lieu  de  ce 
point  est  la  droite  G3K,  ;  comme  Ci  C3  est  parallèle  à 
une  direction  fixe  et  est  égal  au  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  E,  en  K,,  on  peut  énoncer  la  propriété  que 
nous  venons  de  trouver  sous  la  forme  suivante  : 

*St,  par  le  centre  de  courbure  correspondant  à 
chaque  point  dUine  courbe.,  on  mène^  parallèlement 
à  une  direction  fixe.,  un  segment  égal  au  rayon  de 
courbure  en  ce  point .^  la  tangente  à  V extrémité  de 
ce  segment  au  lieu  de  ces  extrémités  passe  par  le 
point  correspondant  de  la  courbe. 

C'est  un  théorème  dû  à  M.  d'Ocagne  (*). 

22.  Une  autre  conséquence  du  théorème  du  para- 
graphe 3  est  la  construction  bien  connue  du  centre  de 


(')  Nouvelles  Annales,  1908,  p,  4(^;  191^5  P-  6. 
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courbure  de  la  syntr actrice.  Considérons  {fig-  9) 
comme  courbe  F  une  chaînette  ayant  8  pour  base.  La 
branche  E,  de  l'enveloppe  est  le  lieu  du  symétrique, 


par  rapport  à  la  tangente  en  un  point  P  de  F,  de  la 
projection  K.^  de  ce  point  sur  S;  c'est  la  sjntractrice. 
La  normale  en  Ki  à  cette  courbe  est  la  droite  K,  P. 
Or,  le  point  C3  où  la  corde  de  contact  du  cercle  va- 
riable avec  la  droite  S  et  la  sjntractrice  touche  son 
enveloppe  est  le  milieu  de  K,  Ko  ;  de  plus,  la  perpen- 
diculaire menée  de  G3  à  8  contient  le  centre  de  cour- 
bure de  E|  en  K,.  On  retrouve  donc  cette  construction 
donnée  par  M.  d'Ocagne  {Nouvelles  Annales^  ^891, 
p.  96)  : 

Le  centre  de  courbure  C,  de  la  syntractrice  en  K| 
est  le  milieu  de  K|  P. 


23.  Considérons  encore  le  cas  où  la  courbe  F  est 
une  logarithmique;  alors  la  sous-tangente  de  F  relative 
à  0  est  constante.  11  en  résulte  que  le  segment  de  la 
tangente  en  K,  à  la  branche  E,  de  l'enveloppe,  com- 
pris entre  K|  et  0,  est  constant.  La  courbe  E,  est  donc 
alors  une  tractrice.  On  a  donc  ce  théorème  : 
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La  tr actrice  est  V enveloppe  cVuii  cercle  dont  le 
centre  décrit  une  logarithmique  et  cfui  en  touche 
V  asymptote. 

On  peut  l'énoncer  sous  la  forme  suivante  bien 
connue  : 

La  caustique  par  réflexion  d^une  logarithmique 
pour  des  rayons  perpendiculaires  à  V asymptote  est 
une  chaînette  [^). 


V.  —  Cas  ou  le  centre  du  cercle  décrit  une  droite. 

DÉVELOPPANTES   d'aSTROÏDES. 


24.  Projetons  {fig.  lo)  un  point  variable  M  d'une 
courbe  (G)  en  P  sur  une  droite  F  et  considérons  le 
cercle  t:  de  centre  P,  de  rayon    PM.   Prenons  F  pour 


Fis:.  10. 


axe  des  y  et  la  perpendiculaire  élevée  sur  F  en  un 
point  O  pour  axe  des  x.  Si  l'on  se  reporte  aux  nota- 
tions antérieurement  utilisées,  x  joue  le  rôle  de  R, 
y  celui  de  s.  iNous  aurons  donc 


cosO  = 


dK 

ds 


dx 
dy 


(>)  Louia-Sghutti:,  Spezielle  ebeiie  Kurven^  t.  II,  p.  3o6. 
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Dès  lors,  si  nous  désignons  par  ;  et  r.  les  coordon- 
nées des  points  K,  et  K2  où  le  cercle  7:  touche  son  en- 
veloppe, nous  avons 


$=  :rsine=±^^.-(^^ 


\    ^=  :r  sin(3  =  ±  a:- 4  /  i  — 

(22) 


Y)  =J'-r-XCOsO  =  y T  —  • 

Inversement,  on  peut  trouver  une  courbe  (C)  telle 
que  l'enveloppe  considérée  soit  une  courbe  donnée. 
La  normale  au  point  K,  de  l'enveloppe  a  pour  équa- 
tion 


Y-ïi=~^(X-0. 


On  en  déduit 


K,P  =  /i^-^|,  =  |.v/.-^V^ 


OP='ri-f--^, 
On  a  donc 

£       


ri  -  r/ 


Si  deux  courbes  (C)  sont  déduites  l'une  de  l'autre 
par  une  translation  parallèle  à  Ox^  les  enveloppes  cor- 
respondantes sont  des  courbes  parallèles. 

25.  Construction  des  points  de  contact  du  cercle  i: 
avec  son  enveloppe.  —  Soit  S,  le  point  où  la  normale 
en  K,  à  l'enveloppe  coupe  l'axe  Ox.  On  a 


cosO  dnr 

dy 

Le  segment  S,  P  est  donc  égal  à  la  sous-normale  de 
la  courbe  (G)  au  point  M.  On  a  donc  la  construction 
suivante  des  points  R,  et  Ko  : 
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De  P  comme  centre  on  décrit^  avec  la  sous-normale 
de  {Q)  en  M  comme  rayon ^  an  cercle  qui  coupe  Ox 
en  Si  et  S2;  les  points  Ys^^  et  Ko,  sont  à  V  intersection 
de  7t  avec  les  droites  PS<  et  PSo. 

Ces  intersections  donnent  lieu  à  quatre  points;  mais 
il  suffit,  pour  trouver  les  points  K,  et  Ko,  de  remarquer 
que  l'angle  6  est  aigu  ou  obtus  suivant  que  x  décroît 
ou  croît  avec  y. 

26.  Si  l'on  applique  les  équations  (22)  au  cas  d'une 
parabole  du  second  degré 

72=  2/?(:r  +a), 

on  obtient  pour  l'enveloppe  les  équations  paramé- 
triques 

/r'       \  y 

•^         \2/>  i  p 

où  y  est  le  paramètre.  Ces  équations  représentent  une 
sextique.  Les  enveloppes  qui  correspondent  aux  diffé- 
rentes valeurs  de  a  sont  des  courbes  parallèles. 

Ces  courbes  méritent  une  attention  spéciale.  En 
effet,  dans  le  cas  de  la  parabole,  la  sous-normale  de  (C) 
étant  constante,  l'enveloppe  est,  d'après  la  construc- 
tion indiquée  au  paragraphe  précédent,  une  dévelop- 
pante d^astroïde. 

On  obtient  donc  cette  définition  nouvelle  des  dé- 
veloppantes d'astroïdes  : 

Si  Von  projette  un  point  variable  M  cV  une  para- 
bole en  P  sur  une  perpendiculaire  à  Vaxe^  le  cercle 
de  centre  P  et  de  rayon  PM  enveloppe  une  dévelop- 
pante d^astroïde. 


(  29) 
27.  On  sait  que  cette  famille  de  développantes  com- 
prend une  astroïde  droite  et  ses  courbes  parallèles, 
parmi  lesquelles  il  y  a  des  croix  de  Malte,  des  astroïdes 
obliques  et  des  parastroïdes.  Considérons  la  parabole 
y-^z  ipx  defojer  13  {fig^  1 1);  marquons  sur  l'axe  xOx^ 

les  points  A,  B,  C,  B'  d'abscisses  y»  —  '  />?    —  — •   Si 

l'on  fait  subir  à  la  parabole  une  translation  parallèle 

Fig.  II. 


à 

f 

.1 

2 

1 

P 

2 

P 

B' 

0 

A 

B 

C 

à  O^,  on  aura  pour  enveloppes  les  courbes  suivantes, 
d'après  les  positions  du  sommet  de  la  parabole  : 

En  O  :  demi-croix  de  Malte,  avec  O y  comme  tan- 
gente au  point  autotangentiei  ; 

De  O  à  A  :  astroïdes  obliques; 

En  A  :  astroïde  droite  ; 

De  A  à  B  :  astroïdes  obliques  ; 

En  \\  :  demi-croix  de  Malte,  avec  Ox  comme  tan- 
gente au  point  autotangentiel  ; 

De  B  à  G  :  parastroïdes  ; 

En  G  :  courbe  limite  {sexticjue  ovale)  entre  les  déve- 
loppantes à  rebroussements  et  celles  sans  rebrousse- 
nients  ; 

Au  delà  de  G  :  parastroïdes. 

Quand  la  parabole  subit  une  translation  dans  le  sens 
de  Ox'^  toutes  les  enveloppes  sont  des  parastroïdes; 
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dans  le  "^cas  où  le  sommet  est  en  B\  on  a  encore  une 
courbe  limite  (*  ). 

VI.  —  Les  caustiques. 

28.  Caustiques  par  réfraction.  —  La  relation  (16) 
montre  que  la  développée  de  £0  est  la  caustique  par 
réfraction  de  la  courbe  F  pour  des  rayons  tangents  à  la 
développée  de  E,,  l'indice  de  réfraction  étant  égal  au 
rapport  de  dilatation  des  cercles.  C'est  le  théorème  de 
Gergonne  (^)  : 

La  courbe  enveloppe  des  rayons  Incidents  et  la 
caustique  par  réfraction  d^une  courbe  Y  produite 
par  ces  rayons  sont  les  développées  des  enveloppes 
de  deux  familles  de  cercles  t.  et  iz'  ayant  leurs  cen- 
tres sur  la  courbe  T  et  dont  les  uns  iz'  sont  déduits 
des  autres  tc  par  une  dilatation  constante. 

Les  longueurs  Z,  et  I2  des  rayons  incidents  et  ré- 
fractés, comprises  entre  leurs  points  de  contact  avec 
leurs  enveloppes  et  la  courbe  F,  sont  liées  par  la  rela- 
tion 

>  sine +X' sine'        Xsin'^e        X'sin2  0' 


h 


{')■ 


Les  développements  du  paragraphe  10  permettent  de 
construire  la  caustique  par  points  : 

La  normale  à  L enveloppe  du  rayon  incident  au 
point  ou  ce  rayon  touche  son  enveloppe  rencontre 

(^)  C'est  le  cas  où  V  est  la  corde  focale  principale;  il  a  été  con- 
sidéré par  M.  Barisien  (question  19i8  de  Mathésis,  igiS,  p.  280). 
Le  fait  que  cette  sextique  est  une  développante  d'astroïde  ne  semble 
pas  avoir  été  remarqué. 

(^)  Sur  les  caustiques  planes   {Annales  de  Math.,  1824-1825). 

(')  Magnus,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsàtzen  aus  der 
analytischen  Géométrie,   Berlin,  iS33,  p.  4G7. 
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en  a  celle  de  la  courbe  Y  au  point  dHncidence  P;  la 
perpendiculaire  élevée  en  a  sur  cette  dernière  nor- 
male coupe  le  rayon  incident  en  8.  La  droite  qui 
joint  j3  au  centre  de  courbure  C  de  V  en  P  coupe  le 
rayon  réfracté  en  ^J \  on  projette  ^j  en  a'  sur  PC;  la 
projection  de  a'  sur  le  rayon  réfracté  est  le  point  où 
ce  rayon  touche  la  caustique. 

Dans  le  cas  de  rajons  incidents  parallèles,  cette  con- 
struction se  simplifie  : 

On  mène  par  C,  parallèlement  à  ces  rayons^  une 
droite  coupant  le  rayon  réfracté  en  ^';  on  pro- 
jette ^'  en  a'  sur  la  normale  à  F.  La  projection  de  r/l 
sur  le  rayon  réfracté  est  un  point  de  la  caustique. 

En  outre,  on  a  ce  théorème  général  : 

Les  points  correspondants  de  ^enveloppe  des 
rayons  incidents  et  de  la  caustique  par  réfraction 
sont  les  foyers  d^une  ovale  de  Descartes  correspon- 
dant à  des  constantes  dont  le  rapport  est  V indice  de 
réfraction  et  quia,  au  point  dUncidence^  un  contact 
du  deuxième  ordre  avec  F. 

Enfin,  d'après  le  paragraphe  9,  on  a  encore  cette 
propriété  : 

Si  V indice  de  réfraction  varie.,  le  lieu  des  points 
des  caustiques  produites  correspondant  à  un  même 
rayon  incident  est  une  cissoïde  oblique. 

29.  Caustiques  par  réjlexion.  —  Dans  ce  cas,  la 
construction  de  la  caustique  par  points  résulte  du  pa- 
ragraphe !2  : 

On  projette  le  centre  de  courbure  C  de  la.  courbe 
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réfléchissante  T  au  point  dHncidence  en  N  sur  le 
rayon  incident;  on  projette  iV  en  L  sur  PC.  La 
droite  qui  joint  le  point  où  le  rayon  incident  touche 
son  enveloppe  au  point  L  rencontre  le  rayon  réfléchi 
en  un  point  de  la  caustique. 

Quand  on  considère  un  faisceau  de  rayons  incidents, 
on  a,  en  vertu  des  propriétés  des  courbes  isotèles  (§  17), 
le  théorème  suivant  : 

La  caustique  par  réflexion  d^une  courbe  F,  pour 
un  faisceau  de  rayons  incidents  issus  d  \in  point  K, , 
est  homothétique  à  la  développée  de  la  podaire  de  Y 
par  rapport  à  Ki . 

On  peut  ainsi  considérer  la  cardioïde  comme 
caustique  d'un  cercle^  la  parabole  de  Neil  comme 
caustique  d'une  autre  parabole  de  Neil,  la  spirale 
logarithmique  comme  caustique  d'une  autre  spirale 
logarithmique. 

Si  les  rayons  incidents  sont  parallèles,  on  a  (§  19) 
cette  construction  bien  connue  du  point  où  un  rayon 
réfléchi  touche  la  caustique  : 

Le  point  de  contact  d'un  rayon  réfléchi  avec  là 
caustique  s'obtient  en  projetant  sur  ce  rayon  le  mi- 
lieu du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  réfléchis- 
sante au  point  dHncidence. 

Ce  cas  correspond  à  celui  d'une  famille  de  cercles 
dont  l'une  des  branches  de  l'enveloppe  est  une  droite 
perpendiculaire  à  la  direction  des  rayons  incidents. 

VII.    —    Sun    LES    FAMILLES   DE   SPHÈRES. 

30.  Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  la  tan- 
gente, la  binormale  et  la  normale    principale    en  un 
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point  P  d'une  courbe  gauche  V  et  si  l'on  appelle  p  et  /' 
les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  en  ce  point,  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  point 
(^,y,  ::)  de  l'espace  soit  fixe  sont  (*) 

,    „        dcr        z  dy        z  dz  x        y 

(23)        -7-= I,  -^    =    -,  -—   = ■^. 

as         p  as         r  dr  p  /' 

D'autre  part,  l'enveloppe  de  la  surface 

f{x,y,  z,  s)  =  o 

s'obtient  en  éliminant  s  enlrc  cette  équation  et 

ôf  dx        df  dy        df  dz        df  _ 
dx   ds        ôy   ds        dz  ds         as  ~     ' 

ou,  eu  égard  aux  conditions  (23), 

\  p         /  Ox        r  dy        \  p         r  )  dz        dz 
Ceci  posé;  considérons  la  sphère  tz  d'équation 

(25)  /(^,JK,.  -s,    5)  =  a72-h^2_|_^2_  R2=  O. 

Pour  cette  sphère,  l'équation  (24)  devient 

a;  H-  K  -7-  =  o. 
as 

La  sphère  tc  touche  son  enveloppe  suivant  un 
cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  tangente 
en  V  à  la  courbe  gauche  Y, 

31.   Posons 

('-'-6)  —  =  cosO. 

ds 

Le  cône  X  qui  projette  de  P  le  cercle  de  contact  de 


(')  Cesàro,  Naturliche  Géométrie,  p.   i;)G. 

Ann.  de  Matliémat.,  4'  série,  t.  XVI.  (Janvier  1916.) 
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la  sphère  avec  son  enveloppe  a  pour  équation 

(27)  j2_|.^2_^2  tangue  =  o. 

Gherclions  les  équations  de  la  courbe  le  long  de  la- 
quelle ce  cône  touche  son  enveloppe.  En  dérivant  (â^) 
sous  la  fortrie  (24),  on  obtient 

—  ( i  \x  tang2  6  H - 

a;        y\  „  tangO  <^0 


p         rj  cos^ô    ds 

ou,  toutes  réductions  faites, 

(28)  iPtangO-t — I sin2(J  =  o. 

CiS  0 

Getie  équation  représente  le  plan  de  la  conique  le 
long- de  laquelle  le  cône  S  touche  son  enveloppe.  Con- 
sidérons, d'autre  part,  le  pian  du  cercle  de  contact  de  tc 
avec  son  enveloppe 

(29)  X — Rcos6  =  o. 

La  droite  le  long  de  laquelle  ce  plan  touche  son 
enveloppe  appartient  au  plan  dont  l'équation  s'obtient 
en  dérivant  l'équation  (29)  sous  la  forme  (24).  On 
trouve  ainsi 

z  dK  n         u     •     n^^ 

I ~  cosO  +  K  sin  0  -j-  =  o, 

p  as  as 

ou,  en  tenant  compte  de  (2()), 

(30)  3  =  psin6(sin0  — R  — j. 

Or,  on  voit  aisément  que  le  plan  (3o)  contient  la 
droite  représentée  par  les  équations  (28  )  et  (29).  Nous 
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avons  ainsi  celte  extension  à  l'espace  du  théorème  du 
paragraphe  3  : 

Le  plan  du  cercle  de  contact  d^une  sphère  tz  avec 
son  enveloppe  touche  son  enveloppe  suivant  une 
droite  A  qui  appartient  au  plan  de  la  conique  S  sui- 
vant laquelle  le  cône  qui  projette  ce  cercle  du  centre 
de  la  sphère  'touche  son  enveloppe. 

32.  Les  équations  (-y)  el  (28)  étant  identiques,  les 
propriétés  des  points  G,  et  C2  donnent  lieu  à  des  pro- 
priétés identiques  des  sommets  A,  et  Ao  de  la  co- 
nique S;  ces  sommets  appirtiennent  au  plan  osculateur 
de  r  en  P. 

Les  sommets  de  la  conicjue  S  sont  les  foyers  d^  une 
conique  située  dans  le  plan  osculateur  de  la  courbe 
gauche  et  ayant  en  P  même  centre  de  courbure  que 
cette  courbe. 

Considérons  encore  les  familles  de  sphères  7:'  dé- 
duites des  sphères  t:  par  une  dilatation  constante; 
envisageons  pour  ces  sphères  tJ  les  divers  éléments  S', 
A'^,  A'^,  A'  analogues  aux  éléments  S,  A<,  A_,  A  relatifs 
aux  sphèies  tt.  Si  l'on  considère  une  position  de  la 
sphère  tî  et  les  sphères  tz' «oncentriques,  correspondant 
à  diverses  valeurs  du  rapport  de  dilatation,  on  a,  en 
vertu  de  l'analogie  des  quations  (^)  et  (28),  les  pro- 
priétés suivantes  : 

Le  plan  de  la  conique  S'  se  déplace  parallèlement 

à  lui-même;  les  sommets   /V,  et  A'^  décrivent  dans  le 

plan  osculateur  de  V  en  P  une  cissoïde  oblique;  la 

droite  A'  se  déplace  dans  un  plan  qui  contient  le 

centre  de  courbure  de  V  en  V. 

33.  Si  Ion  suppose  (pic  la  sphère  7:  reste  oithogo- 
nalc  à  une  sphère  fixe  de  rajon  Â,  l'enveloppe  est  une 


(  36  ) 

surface  anallagmatique.  On  a  alors,  en  désignant  par 
(a,  p,  y)  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  fixe 
par  rapport  au  trièdre  fondamental  de  F  en  P, 

d'où 

puisque  a,  (i,  y  satisfont  aux  conditions  (28).  Le  plan 
du  cercle  de  contact  de  la  sphère  t:  avec  son  enveloppe 
passe  donc  par  le  centie  de  la  sphère  fixe,  centre  d'in- 
version. On  a  alors^  d'après  le  théorème  du  para- 
graphe 31,  la  propriété  suivante  : 

Si  la  sphèi^e  tt  l'este  orthogonale  à  une  sphère 
fixe,  elle  enveloppe  une  surface  anallagmatique;  le 
cône  S  qui  projette  du  centre  de  la  sphère  le  cercle 
de  contact  de  celle-ci  avec  cette  surface  touche  son 
enveloppe  suivant  une  conique  S  dont  le  plan  passe 
toujours  par  le  centre  d^ inversion. 

Ce  théorème  est  à  comparer  à  la  propriété  des 
centres  de  courbure  aux  points  correspondants  de 
deux  courbes  inverses,  retrouvée  au  paragraphe  \i. 

34.  Si  le  rayon  R  est  proportionnel  à  l'arc  5,  l'angle  Q 
est  constant;  on  trouve  alors  cette  propriété,  qui  peut 
être  considérée  comme  une  extension  à  l'espace  de  la 
propriété  fondamentale  des  développoïdes  : 

Si  Von  considère  un  cône  de  révolution  d'angle 
constant  ayant  pour  axe  la  tangente  à  une  courbe 
gauche  V  en  un  point  variable  P,  ce  cône  touche 
son  enveloppe  suivant  une  hyperbole  dont  les  som- 
mets sont  les  projections  du  centre  de  courbure  de  Y 
en  P  sur  les  génératrices  de  ce  cône  situées  dans  le 
plan  osculateur. 


(  3;  ) 
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SLR  LES  SYSTEMES  OUTHOGOMllX  ; 

Par  m.  a.  PELLET. 


1.    Soit 

/  =  in  j  ~  m 

i 


«=Ey;^x-i:^'-^(^>' 


X/,  Yi  étant  des  fonctions  de  la  seule  coordonnée  xi^  Zy 
de  Zj^  et  cp(X)  une  fonction  entière  de  X. 

La  fonction  u  des  variables  x  el  z  définie  par  l'inté- 
grale 

OÙ  la  limile  supérieure  est  racine  de  0  =  o,  a  pour  dif- 
férentielle  totale  le  produit  de  par 

si  les  m   fonctions  Y/  satisfont  à  l'équation  difléren- 
tielle 

(I)  aXY'-hYX'=o, 

OÙ  l'on  a  effacé  l'indice;  a  >  —  i. 
En  effet, 

au  _  /-■'     r(v,-).)X',-x,Y',-| 
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en  tenant  compte  de  la  relation  (i);   et  réduisant,    il 

vient 

au       Xa+i     x;- 


D'ailleurs, 


du 
âz 


dxi  a      Y/  —  X 


du 


et  —  =  o,  puisque  la  limite  supérieure  annule  0.  il  en 
résulte  que  l'enveloppe  des  surfaces 


f    X» 


X) 


ai  Xi  ^ —  X 


ibz  -+- -X  +  c 

(a  4- 1)2 


dK  =  u^ 


À  élant  le  paramètre  varia1)lc  forme  un  système  ortho- 
gonal lorsqu'on  y  fait  varier  a.  Si  ^  n'est  pas  nul,  on 
peut  remplacer  c  par  o,  et  l'exposant  a  doit  êire  supé- 
rieur à  —  I .  Pour  b  nul,  c^  =  —  i  et 


c  = 


Z^Gi' 


on  a  le  système  étudié  à  la  page  i4i   des  Leçons  sur 
les  Systèmes  orthogonaux  par  M.  Darboux. 

2,   De  même  la  fonction  u  définie  par  l'intégrale 


>^0rfX  =  u, 


où  la  limite  supérieure  annule  0,  a  pour  différentielle 
totale  le  produit  —  e~^  par 


2  Y7=r>:  "^^^  -^2  ^y  ^^>' 


(39) 
si  les  fonctions  Y/,  X^  sont  liées  par  la  relation 

X,Y;-=X;-         ou         Yi=ai-^lxi. 
On  en  déduit  le  système  orthogonal 

r  "'  "1 

(2)        /      e-^       7  -, r  -f-  2&S1  -h  62X  +  c  Ic^X  =  w, 

+"      L  1  J 


Xi 


Ixi-h  ai —  X 


ibz  ^  b-2l 


=  o, 


formé  en  faisant  varier  11  dans  l'enveloppe  de  la  sur- 
face (2),  où  l'on  considère  A  comme  le  paramètre. 


SOLIITIOIVS  DK  Ol]ESTIO^S  PROPOSÉES. 


1655  et  1656  (numéros  rectifiés). 
1655. 

(1893,  p.  :,2*.) 

Démontrer  que    la  somme    des   carrés    des    coefficients 
binomiels  d'un  nombre  entier  positif  a 

k  =  a 

2(:)' 

n'est  JAMAIS  divisible  par  un  nombre  premier  p  ^  ia,  mais 

toujours  divisible  par  tous  les  nombres  premiers  compris 

entre 

ia  ia 


in  -\-  1 


et 


in  -\-  \ 


où  n  est  un  nombre  entier  positif  et  <  a;  et  que  la  même 
somme  n'est  pas  divisible  par  un  même  nombre  premier  p 


(  4o) 

compris  entre 


et 


issance  de  p   {super 
^valle  de  a  jusqu'à  ia. 


excepte  SI   une  puissance  de  p   {supérieure  à  Vunité)  se 
trouve  dans  l'intervalle  d^  n  /,,c^„'l  .  „  ^ 


G.  SziLY. 


1656. 

(1893,  p.  r,2'.) 

Démontrer  les  identités  suivantes  : 

où 

[a 
m  =  t(  - 

/  \^ 


(3)  -wa\ 


'■'  2(:)'=-2(:)r7' 

;^^  — 0     y      /a— i\    /a  —  A 

2(:r=^*|'(:)G:> 

o?'«  6  e^;  un  nombre  entier  positif  <  a 


(4) 

b\^ 


'"  %^:?7;r =?,'-'*(;-<) Gl\/- 


G.    SziLV. 


(  4.  ) 

Solutions  sommaires 
Par  M.  H.  Brocard. 

Le  retard  de  la  réponse  provient  sans  doute  de  la  mécon- 
naissance de  l'expression  algébrique  du  nombre  à  étudier,  ou 
du  moyen  de  l'obtenir,  et  peut-être  aussi  de  la  notation 
adoptée,  qui  n'aura  pas  été  saisie  de  quelques  lecteurs. 

Par  un  procédé  empirique,  on  reconnaît  aisément  que  SC^ 
est  un  des  nombres  de  la  médiane  du  triangle  arithmétique 
de  Pascal.  Ceci  autorise  à  conclure,  par  analogie,  que  S  C^ 
pour  le  degré  n  est  le  milieu  des  nombres  G  répondant  au 
degré  in. 

La  méthode  élégante  et  ingénieuse  que  voici,  due  à  Laplace, 
est  fondée  sur  l'observation  que  SC'^  est  la  partie  indépen- 
dante  de  II  du    développement   de  i\-\-uY  {^-^ )    ou  de 

(i-t-  iiy-'^  .  .  ,    •   j         •,•        -,  ^     , 
— :   mais  ce  terme  étant  celui  du  milieu,  il  en  resuite 

que  SC2  est  le  terme  moyen  T,„  du  binôme  (n-i)2«. 
La  formule  T  peut  s'écrire 

^  _    1.2.3.  ..9. a 


(1.2.3. ..a)2 

comme  cela  a  été  indiqué  ici,  d'après  Lagrange,  dans  une 
question  (n"  389),  proposée  en  1837  et  résolue,  même  année, 
pages  296,  369  et  375. 

Avec  la  notation  de  l'énoncé  1655,  on  a 

(a  -{-  \)  ( a  -h  2)  (a  -\-  3) .  .  .  la 


=2:  •-"'■*'>'=ëS 


i  .A.ù. . .a 

Toutes  les  propriétés  arithmétiques  du  nombre  T  décou- 
leront lie  sa  composition  en  fonction  de  a.  C'est  ainsi,  par 
exemple,  que  les  diviseurs  de  T,  qui  est  toujours  entier  parce 
qu'il  c«t  un  nombre  combinatoire,  ne  peuvent  être  que  des 
diviseurs  du  produit  (a -h  i).  .  .  2a;  donc  il  n'y  en  a  pas  au- 
dessus  de  la. 


(  4^  ) 

Quant  aux  autres  propositions  énoncées,  je  signalerai  leur 
relation  avec  la  question  295  de  Gesàro  {Mathesis^  i883, 
p.  248)  précisément  au  sujet  des  facteurs  premiers  de  la  même 
formule  T.  (Voir  Malliesis^  1886,  p.  179-180.) 

Pour  la  bibliographie  de  T,  voù^  aussi  :  N.  A.,  1876,  p.  5-27 
(G.  Moreau);  Mathesis,  189-2,  p.  272  (J.lNeuberg);  /.  de  Math, 
sp.^  1893,  p.  7-9  (G.  de  Longchamps). 

Note.  —  En  se  servant  de  notations  plus  familières  à  nos 
lecteurs  pour  représenter  les  nombres  combinatoires,  il  se 
pourra  qu'on  parvienne  aisément  à  établir  les  autres  pro- 
priétés du  nombre  T  énoncées  dans  la  question  1656. 


1678. 

(  1894,  p.  4*.) 

/         Lien  des  sommets  et  enveloppe  des  axes  des  paraboles 
conjuguées  par  rapport  à  un  triangle  donné. 

A.  Cazamian. 
Solution 

Par  UN   ABONNÉ. 

Les  paraboles  conjuguées  par  rapport  à  un  triangle  sont 
inscrites  dans  le  triangle  obtenu  en  joignant  les  milieux  des 
côtés  du  premier.  Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  remarquer  que 
le  premier  triangle  est  le  triangle  diagonal  du  quadrilatère, 
formé  parles  trois  côtés  du  second  et  la  droite  de  l'infini.  On 
sait  alors  que  le  foyer  F  d'une  parabole  répondant  à  la  ques- 
tion est  sur  le  cercle  circonscrit  au  second  triangle  et  que  la 
tangente  au  sommet  est  la  droite  de  Simpson  de  F,  Le  pro- 
blème revient  donc  à  chercher  le  lieu  du  point  de  rencontre 
d'une  droite  de  Simpson  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  correspondant,  ainsi  que  l'enveloppe  de  cette  perpen- 
diculaire. Or,  ce  problème  a  fait  l'objet  de  la  question  1505 
(1884,  p.  447)5  déjà  résolue  dans  les  Nouvelles  Annales. 

Note  de  la  Rédaction.  —  Dans  une  autre  réponse,  M.  H.  Bro- 
card démontre  l'identité  de  la  question  1678  avec  la  ques- 
tion 1545,  récemment  résolue  par  M.  d'Ocagne  (igiS, 
p.  469-471). 

Cette  réponse  surtout  bibliographique,  et  datant  d'août  iqid, 
sera  publiée  prochainement. 


(  43  ) 

1841. 

(1900,  p.   190.) 

Dans  un  quadrilatère  complet^  les  quatre  orthocentres 
et  les  points  où  la  ligne  de  ces  orthocentres  est  coupée 
par  les  quatre  côtés  sont  huit  points  en  involution. 

G.  Blanc. 
Solution 

Par  UN  ABONNÉ. 

Il  existe  une  parabole  et  une  seule  tangente  aux  quatre 
côtés  du  quadrilatère  et  sa  directrice  est  la  ligne  des  ortho- 
centres. Soit 

y'^ —  "ipx  =  o 
son  équation. 

Les  quatre  côtés  auront  des  équations  de  la  forme 
y=miX-\--^  (1  =  1,2,3,4), 

nii  désignant  le  coefficient  angulaire  d'une  tangente  à  la  para- 
bole. L'orthocentre  du  triangle  formé  par  les  trois  premièret 
tangentes  (i  =  i,  2,  3)  a  pour  ordonnée 

74  = (i  H-  jni  ni:i  -+•  f^3  f^h  -+-  f^x  nii  ). 

inixniiniz 

D'autre  part,  la  directrice  de  la  parabole,  ou  ligne  des 
orthocentres,  rencontre  le  quatrième  côté  en  un  point  qui  a 
pour  ordonnée 

'         2  ni'^ 

Il  faut  prouver  que  les  points  yj^  et  Y4,  et  les  points  ana- 
logues, forment  une  involution.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  puisse  déterminer  deux  constantes  a  et  ^  telles  qu'on 
ait 

yrii^  a(jK/-t-  Y/)  +  p  =  o         (t  =  I,  '2,  3,  4). 

Or,  si  l'on  forme  les  quantités  j^4 Y*  ^tj'4H-Y4,  on  trouve 

y'*^'*  ==  /^   ^   ^,   ,„    (  I  —  //i|  -h  m^  ma  -i-  ni^  niy  -+-  //i,  m-, 

—  m4  2/«| //î2''iv -t-  niimimsmi,), 

^4+74=  ['«4(1  —  niiniiniim!,)  -+•  Lm^niimi]. 

2  fn  1  //I2  "^3  "^4 


(  44  ) 

Si  l'on  prend  les  trois  premières  valeurs  de  ces  quantités, 
correspondant  à  î  =  i,  2,  3,  pour  que  les  constantes  a  et  ^ 
existent,  il  faut  que  le  déterminant 


ri  ïi 

ri  +  ïi 

I 

raT-^ 

r2  -+-  T'i 

I 

r3T3 

r3+Y3 

I 

soit  nul.  Or,  si  l'on  remplace  jr(i,  yi-^^(i  pai"  leurs  valeurs 
et  si  l'on  elTectiie  !es  calculs,  on  trouve  bien  zéro  pour  résultat. 
Si  l'on  remplace  j^sTs,  JK3+T3  respectivement  par  jKiY;, 
rt+Y4j  et  si  l'on  effectue  le  même  calcul,  le  résultat  est  le 
même.  I.es  constantes  a  et  ^  existent  bien  et  le  théorème  est 
démontré. 

1878. 

(  1900,  p.  571.) 

On  considère  une  ellipse  E  et  le  cercle  G  concentrique 
à  l'ellipse  ayant  pour  diamètre  la  somme  des  axes  de  E. 
D'un  point  M  quelconque  de  G  on  mène  les  tangentes  à  E 
dont  les  points  de  contact  sont  P  et  Q.  Soit  (II)  la  parabole 
tangente  en  V  et  (^  aux  droites  MP  et  MQ. 

i"  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  (II)  est  l'ellipse  E; 

2°  Les  paraboles  (11)  sont  tangentes  à  la  développée  de 
V ellipse  E; 

3°  La  directrice  des  paraboles  (Tl)  enveloppe  un  cercle; 

4*^  L'axe  des  paraboles  (n)  enveloppe  une  hypocycloïde 
à  quatre  rebroussements .  E.  Barisien. 


Solution 

Par    UN    ABONNÉ. 

Soient  a  et  p  les  coordonnées  du  point  M.  On  a 
(0  «2+  <^i^{a-\-by-. 

L'équation  du  point  M  est 

(2)  CHU  -^  ^^v  —  1  =  0; 

et  celle  de  la  parabole  (H)  en  coordonnées  tangentielles 

(3)  a''-u^-\-b'^v'^  —  \-^{'xu-\-'^v  —  \)'^  =  o. 


(45) 

On  obtient  les  coordonnées  (ccq,  yo)  du  foyer  de  la  para- 
bole (n)  en  exprimant  que  la  droite 

est  tangente  à  (3).  On  trouve  ainsi 


On  en  déduit,  en  tenant  compte  de  (i), 
d'où 


«  =  («+6)^,  ^  =  (a-f-Z,;:^; 


ce  qui  démontre  la  première  partie. 

En  écrivant  que  la  directrice  est  le  lieu  des  points  d'où 
l'on  peut  mener  deux  tangentes  rectangulaires  à  (II),  on 
trouve  pour  son  équation 

oix  -+-  3 y !—  =  o. 

^■^  1 

En  tenant  compte  de  (i),  on  voit  qu'elle  enveloppe  le  cercle 
ayant  pour  centre  l'origine  et  pour  rayon 

a  -+-  0 

L'axe  de  (II)  passe  par  le  foyer  et  est  perpendiculaire  à  la 
directrice,  son  équation  est  donc 

b^           6/             «a 
y —r  —  -  {  X I  =  o 


a  -h  b        a  \  a 

ou  bien 

a  -\-  b  l  X        Y 

^1-1  =  0 


a  —  6  V  a         '= 


Les  coordonnées  tangentielles  de  cette  droite  sont  donc 

_      a-^-b  _         {a-\-  b)  ^ 

"=  a(a  — ^)'  ^~~  p(a  — 6)' 


(46  ) 


et,  en  vertu  de  (i),   elle  enveloppe   rhypocycloïde    à    quatre 
rebroussements 

Il  reste  enfin  à  trouver  l'enveloppe  des  paraboles  (II).  Nous 
avons  fait  le  calcul  de  plusieurs  façons  et  nous  n'avons  jamais 
trouvé  la  développée  de  l'ellipse.  Peut-être  y  a-t-il  une  erreur 
dans  l'énoncé;  ce  qui  expliquerait  que  la  question  1878,  qui 
ne  présente  pas  de  difficultés  particulières,  n'ait  pas  encore 
été  résolue. 

Voici  comment  on  peut  diriger  le  calcul  pour  l'abréger  et 
le  simplifier  un  peu.  Au  lieu  de  la  parabole  (H),  considérons 
sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  (E).  Son  enveloppe  sera 
la  polaire  réciproque  de  l'enveloppe  de  (H)  et,  si  cette  der- 
nière est  la  développée  de  (E),  ce  sera  la  kreuzcurve  d'équa- 
tion 

.r2  ^  j^^  ~     • 

Cette  équation  étant  beaucoup  plus  simple  que  celle  de  la 
développée  de  l'ellipse,  on  comprend  l'avantage  qu'il  y  a 
à  procéder  comme  nous  le  faisons. 

L'équation  de  la  polaire  réciproque  de  (n)  par  rapport  à  (E) 
est 

Mais  la  relation  (i)  permet  de  poser 

a  =  (a -I- 6)  cosci.,  [3  =  (a -+- ^)  sin  cp  ; 

et  l'équation  précédente  devient 

,    ^     cr"^         r^  ,,    /'.rcoso         r  sincp  i      \2 

(4)   ^  +  ^-  +  («+*)'(^i^  +  ^V^-^="- 

En  la  diiïérentiant  par  rapport  à  ©,  on  trouve 
ipcoscp        /sincp  I      \   /       ip  sincp        j^coscp 


62  a-^b)  \  «2 


Le  premier  facteur  donne  comme  enveloppe  l'ellipse  (E), 
résultat  évident  a  priori;  le  second  donne  la  vraie  enveloppe, 


{  47  ) 

qui  se  trouve  ainsi  définie  par  l'équation 
a^sincp         y  cos(f 


a"- 
et  l'équation  (4). 

De  ces  équations  on  déduit 


=  o 


(5) 


1  a'^ia  -^  b)  coso 


y=  —^ 


a-  cos2çp  -h  62  sin^cp  -h  (a  +  6)2 
1  b'^{a  -{-  h)  sin  cp 


-  cos2'^  -h  6-  sin"-cp  -^  (rt  -I-  6)- 


et  ces  valeurs  ne  satisfont  pas  à  l'équation  de  la  kreuzcurve. 
Les  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe,  en  fonction  du 
paramètre  <p,  sont  données  par  les  relations  (5).  Pour  obtenir 
l'équation  de  cette  enveloppe,  il  faut  éliminer  cp  entre  elles; 
mais  on  n'arrive  pas  à  une  équation  plus  simple  ni  plus  facile 
à  discuter  que  les  relations  elles-mêmes. 


OllESTIO^. 


2243.  Enoncé  complété  {voir  1915,  p.  i43).  —  Étant  donné 
deux  droites  D  et  A  rectangulaires,  ne  se  rencontrant  pas,  et, 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  D,  un  cercle  C  ayant  son  centre  O 
sur  cette  droite,  on  considère  la  surface  réglée  du  quatrième 
ordre  ayant  pour  directrices  D,  A  et  G  (bien  connue  en  sté- 
réotomie comme  constituant  l'intrados  de  la  voûte  dite 
arrière-voussure  de  Montpellier). 

Démontrer  géométriquement  : 

1"  Que  la  section  de  cette  surface  par  tout  pian  perpendi- 
culaire à  D  est  une  conchoïde  de  Nicomède  de  pôle  O. 

2"  Que  la  section  de  la  surface  par  tout  plan  P  contenant  le 
diamètre  de  G  parallèle  à  A  est  une  conique  dont  la  projection 
sur  le  plan  II  de  G  rencontre  ce  cercle  en  deux  points  fixes, 
réels  ou  imaginaires,  admet  pour  foyer  le  point  O  et  pour 
directrice  correspondant  à  ce  foyer  la  projection,  sur  le  plan  11, 
de  la  trace  du  plan  P  sur  celui  mené  par  A  parallèlement  à  II. 

M.  d'Ocagnk. 


(-18) 

Questions  (depuis  l'année  1842  jusqu'à  1910  inclusivement) 
qui  restent  non  résolues  à  la  fin  de  1915. 


62 

126 

2o6 

333 

383 

400 

424 

546 

554 

592 

593 

598 

604 

617 

043 

693 

703 

724 

729 

730 

731 

732 

772 

774 

791 

805 

812 

815 

820 

821 

848 

852 

859 

861 

880 

888 

891 

892 

893 

895  bis 

947 

967 

989 

999 

1000 

1004 

1007 

1008 

1015 

1035 

1042 

1058 

1063 

1074 

1078 

1092 

1105 

1107 

1108 

J 149 

1206 

1234 

1236 

1256 

1305 

1321 

1361 

1363 

1365 

1366 

1390 

1392 

1393 

1394 

1402 

1403 

1435 

1438 

1439 

1440 

1441 

1442 

1443 

1444 

1445 

1446 

1447 

1471 

1483 

1486 

1490 

1502 

1503 

1508 

1510 

1511 

1519 

1522 

1523 

1527 

1528 

1530 

1564 

1571 

1585 

1588 

1596 

1599 

1600 

1609 

1614 

1629 

1631 

1647 

1650 

1660 

1672 

1686 

1687 

1688 

1689 

1690 

1691 

1692 

1693 

1694 

1695 

1705 

1710 

1715 

1721 

1731 

1738 

1747 

1751 

1754 

1761 

1762 

1763 

1775 

1776 

1777 

1779 

1784 

1785 

1810 

1811 

1820 

1821 

1824 

1825 

1826 

1828 

1832 

1837 

1838 

1839 

1847 

1850 

1852 

1854 

1856  bit 

;  1859 

1864 

1876 

1884 

1885 

1886 

1889 

1890 

1892 

1908 

1909 

1910 

1911 

1914 

1915 

1937 

1944 

1950 

1956 

1957 

1988 

2003 

2010 

2012 

2015 

2038 

2039 

2045 

2057 

2065 

2096 

2114 

2116 

2141 

2145 

2151 

2152 

2156 

2161 

La  comparaison  avec  le  Tableau  publié  précédemment  (i9i5, 
p.  246)  montre  qu'un  nombre  notable  de  questions  ont  été 
récemment  résolues,  grâce  aux  efforts  de  nos  lecteurs. 

Nous  les  en  remercions,  et  nous  comptons  sur  leur  persé- 
vérance. 
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[P^lc] 

ÉTUDE  ELÉIIE^TAIRE  8LR  L'HOIIOGRAPHIE  VUM 

DE  mmm  ruois  et  sur  iixe  surface  ciioïque; 

Par  m.  Llcien  GOD&AUX. 


CoDsi déions,  sur  une  surface  algébrique  F,  une 
involution  d'ordre  n,  c'est-à-dire  un  système  algé- 
brique, doublement  infini,  de  groupes  de  n  points  de 
la  surface,  tels  qu'un  point  de  la  surface  n'appartienne, 
en  général,  qu'à  un  seul  de  ces  groupes.  En  général, 
une  involution  appartenant  à  une  surface  algébrique 
possède  oo'  points  de  coïncidence,  c'est-à-dire  oo'  points 
comptant  pour  plus  d'une  unité  parmi  les  n  points  des 
groupes  auxquels  ils  appartiennent  respectivement. 
Cependant,  certaines  involutions  peuvent  ne  posséder 
qu'un  nombre  fini,  éventuellement  nul,  de  points  de 
coïncidence.  Supposons  que  l'involution  d'ordre  n, 
donnée  sur  F,  jouisse  de  cette  dernière  propriété. 
Deux  problèmes  se  posent  : 

i"  Déterminer  une  surface  normale  <I>,  image  de 
V involution  (c'est-à-dire  dont  les  points  correspondent 
birationncllement  aux  groupes  de  l'involution)  et  étu- 
dier ses  singularités  ; 

2"  Déterminer  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  qu^ une  surface  algébrique  soit  r image 
d\ine  involution^  appartenant  à  une  surface  algé- 
brique, ayant  un  nombre  fini  de  points  de  coïnci- 
dence. 

Nous    avons   consacré    à    l'élude  de    ces    problèmes 
Ann.  de  Matliéniat.,  4"  série,  t.  WI.  (Février  1916.)  4 
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plusieurs  Mémoires,  parmi  lesquels  nous  citerons  les 
suivants  : 

i"  Sur  les  itivolutiotis  douées  d'un  nombre  fini  de 
points  unis,  appartenant  à  une  sur/ace  algébrique 
[Rendiconti  R.  Accad.  Lincei^  i*"  semestre  1914); 

1^  Mémoire  sur  les  involatlons  appartenant  à  une 
surface  de  genres  un  {^Annales  de  VEcole  Normale 
supérieure,  191  j)  ; 

3"  Sur  les  in^'olutions  appartenant  à  une  surface 
de  genres  pa=  p^r=  o,  l\,=  1  (Bull.  Soc.  math,  de 
France,  1910); 

4"  Mémoire  sur  les  surfaces  algébriques  de  genres 
zéro  et  de  bigenre  un  [Bull.  Soc.  math,  de  France., 
1915); 

5"  Sur  les  involutions  de  genres  un  et  de  seconde 
espèce  appartenant  à  une  surface  de  genres  un 
[Annales  de  r Université  de  Jassy,  1915); 

6"  Mémoire  sur  les  surfaces  algébriques  doubles 
ayant  un  nombre  fini  de  points  de  dlramation 
[Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  1914)- 

A  ces  travaux  il  faut  ajouter  des  recherches  de 
MM.  Enriques  et  Severi  qui  ont  d'ailleurs  été  le  point 
de  déj)a[t  des  nôtres  : 

F.  Eniuquks  et  F.  Se\  kri,  Mémoire  sur  les  surfaces 
hyperelliptiques  (  Acla  mathematica,  1909). 

Dans  hi  première  de  nos  études  citées,  nous  avons 
notamment  démontré  cpie  toute  involution  appartenant 
à  une  surface  algébricpic,  douée  d'un  nombre  fini  de 
points  de  coïncidence,  est  engendrée  par  un  groupe  de 
transformations  hirationnelles  de  la  surface  en  elle- 
même.  Sauf  dans  le  Mémoire  n**  6,  nous  nous  sommes 
toujours  boi'né  à  des  surfaces  spéciales.  Nos  recherches 
ultérieures  porteront  sur  des  surfaces  quelconques. 
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Dans  cette  Noie  nous  traiterons,  à  titre  d'exemple, 
un  cas  très  simple  et  bien  connu.  Noire  surface  F  sera 
un  plan  et  notre  involution  sera  celle  qui  est  engendrée 
par  l'homographie  plane  de  période  trois.  JNous  étu- 
dierons la  surface  cubique  (jui  représente  cette  invo- 
lution. 

1.   Soient  en  coordonnées  homogènes 

£  étant  une  racine  cubique  primitive  de  l'unité,  les 
équations  d'une  homographie  plane  de  périodo  trois. 
Cette  homographie  engendre  une  involution  I3, 
d'ordre  trois.  Un  groupe  de  celte  involution  est  cons- 
tituée par  trois  points  : 

L'involution  I3  possède  trois  points  de  coïncidence; 
ce  sont  les  points 

(i,  o,  o),  (o,   1,  o),      (o,  O,   f). 

On  peut  former  aisément  des  sxslèmes  linéaires  de 
courbes  planes  composés  avec  I3.  Les  plus  simples  sont 
formés  de  courbes  d'ordre  trois. 

La  cubique 

«300-^1  -+-  «030^2-+-  «003-^:1  H-  '-)a21 0-^1^2 
— |-  J  ^201  '^"1  ""^3  ~^  >i  rt]  20  'Z'i  ■^ô  -\~  >5  ^02  I  -^^  -^3 

-h  3  r/ 1 02. r,.rj-  4-  3 «o  12 ^2^3+  6aii  i^ri^o^s  =  <> 
est  transformée,  par  l'liomogra[)lii(',  en  la  cubique 

^300  ■'"l  +  '^'^03  0^";i  "î~  '^'onS'^B  ~^"  3  £«210^1  ^2 

-h  3£2flf2oi^i  -^"s-t-  '^z-a\()iT\x\  -f-  ?tzxlx'^ 

-h  3£ai02^1-2?ii  -T- 3  £2  a,  02  ■''2^3  -|- 6  «  j  i  j  ^1  O^o  ^3  =  O. 

Par  contre,  le  système  des  cubiques  planes  contient 
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trois  systèmes  linéaires  composés,  avec  I3,  ce  sont  : 

(1)  }^iX]-+-  Xo^^-l-  A3 37^  +  X4X1  37.2  573=  O; 

(2)  {a,x?a72-i- (A2^2a73-t- {JL3a7|^i  =  o; 

(3)  v,a7f  5:3  + V2^|  371  + 73375372=  o. 

Le   premier  seul  de  ces  systèmes  est  dépourvu  de 
points  de  base  et  est  donc  de  degré  9. 

2.  Surface  cubique  image  de  I3.  —  Rapportons 
projectivement  les  courbes 

Xi  37']  -f-  À2.r|  +  X337I  -h  X4371 370373  =  o 

aux  plans 

X1X1  +  ÀjXaH-  X3X3+  XiX4=  o, 

d'un  espace  linéaire  à  trois  dimensions.  Nous  obtenons 
ainsi  une  surface  du  troisième  ordre  <ï>,  d'équation 

x,X2X3=x-;. 

A  un  point  de  cette  surface  <ï>  correspond  un  groupe 
de  I,  et  inversement.  On  obtient  donc  une  surface 
image  de  I3,  du  troisième  ordre. 

3.  Etude  dun  point  de  diramation  de  <1>.  —  A  un 
point  de  coïncidence  P  du  plan  (j;, ,  it'2,  x^)  correspond, 
sur  <I>,  un  point  de  diramation  P^  qui  est  un  point  sin- 
gulier de  cette  surface.  Nous  allons  étudier  la  singula- 
rité de  P'.  Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées, 
que  P  est  le  point  (1,0,0).  Alors  le  point  P'  est  le 
point  (1,0,0,0). 

Considérons  une  droite 

«2  372+  «1^3373  =  o, 

passant  par  P,  et  ses  transformées 

«2-2^2+ £«3-^3  =  o,         ta^x^-^  azXi=  O, 
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au  moyen  de  riiomographie.  Ces  dioites  diffèrent, 
lorsque  «25  «3  ne  sont  pas  nuls;  elles  coïncident  si  l'une 
de  ces  quantités  est  nulle.  Cela  signifie  que  si  un  point 
du  plan  s'approche  de  P  dans  une  direction  différente 
des  directions  jco  — o,  ^3=0,  ses  conjugués  dans  I3 
s'approchent  de  P  suivant  deux  directions  différentes. 

En  d'autres  termes,  un  point  infiniment  voisin  de  P 
n'est  pas  un  point  de  coïncidence  de  I3,  exception  faite 
pour  les  poinls  infiniment  voisins  de  P  dans  les  direc- 
tions x^  =0,  ^3  =  o. 

(Considérons  une  courbe 

(4)  \:,_x\-^\'iX\-\-\',XxX^_Xz=  o 

du  système  (i)  passant  par  P.  Cetle  courbe  possède  un 
point  double  en  P  et  ses  deux  branches  touchent  les 
droites  J72  =  o,  :r3=:  o. 

A  la  courbe  (4)  correspond  sur  <I>  une  cubique, 
section  plane  de  cette  surface  passant  par  P'.  Cette 
cubique  possède,  en  P',  un  point  double  à  tangentes 
distinctes.  En  effet,  à  un  point  ()  de  la  section  de  ^  par 

le  plan 

X2  Xo  -h  X.j  X3  4-  A4  X4  =  o 

correspondent  trois  points  de  la  courbe  (4),  Q»,  Qj, 
Q3.  Lorsf|ue  le  point  Q  s'approche  de  P'  (sur  la  section 
plane  considérée),  les  points  G,,  Qo,  Q3  s'approchent 
de  P,  mais  tous  trois  sur  une  même  branche  de  la 
courbe  (4),  puisqu'ils  doivent  coïncider  en  un  point 
infiniment  voisin  de  P  sur  cette  branche.  A  chaque 
branche  de  la  courbe  (4)  correspond  donc  une  branche 
de  la  section  plane  considérée  sur  4>,  en  P'.  Par  suite, 
les  sections  planes  de  <ï>  passant  par  P'  ayant  en  ce  point 
un  point  double  à  tangentes  distinctes,  la  surface  <ï> 
possède  en  P'  un  point  double  non  uniplanaire. 

11  y  a  ce'  courbes  (^1)  avant  en  P  un  point  triple.  Elles 
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ont  pour  équations 

et  sont  donc  dégénérées  en  trois  droites.  Comme  nous 
l'avons  vu  plus  haut,  ces  trois  droites  sont  transformées 
les  unes  en  les  autres  par  l'homograpliie. 

A  cette  courl)e  (i)  spéciale  correspond,  sur  <T>,  la 
section  de  cotte  surface  par  le  plan 

A2  A.2  —{—  A 3  A3  =  o. 

Cette  section  plane  possède  un  point  double  à  tan- 
gentes confondues  en  P',  car  à  un  point  de  la  section 
infiniment  voisin  de  P'  corres[)ondent,  sur  le  plan 
{x^^  x.y-,  ^3),  trois  points  infiniment  voisins  de  P,  mais 
situés  chacun  sur  une  des  trois  droites  dont  il  vient 
d'être  question. 

On  en  conclut  que  : 

En  chaque  point  de  diraniation  ^  la  surface^  pos- 
sède un  point  double  biplanaire. 

Effectivement,  l'étude  de  l'équation  de  la  surface 
conduit  au  même  résultat.  En  P',  par  exemple,  ^  a  un 
point  double  dont  le  cône  tangent  se  décompose  en  les 
deux  plans  Xo  =:  o,  X3  =  o. 

4.  La  surface  <ï>  est  évidemment  normale,  car  le  sys- 
tème des  courbes  (i)  est  complet.  En  d'autres  termes,  il 
n'est  pas  possible  de  trouver  une  courbe  de  ce  système, 
c'est-à-dire  une  cubique  invariante  pour  l'homographie 
et  n'appartenant  pas  au  système  (2),  (3),  qui  ne  puisse 
être  représentée  par  l'équation  (i).  Nous  avons  |)ar 
suite  résolu  le  premier  problème. 

U involution  d'ordre  trois  engendrée  par  une 
konio  g  rapide  plane  de  période  trois  ^  peut  être  repré- 
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aenlée  par  une  surface  cubique  possédant  trois  points 
doubles  b ip la n aires. 

o.  Deux  systèmes  de  cubiques  gauches  tracées 
sur  <P.  —  A  une  courbe  (2)  ou  (3)  correspond,  sur  <I>, 
une  courbe  dont  nous  allons  rechercher  la  nature. 

Une  courbo  (o, )  rencontre  une  courbe  (1)  ^^^  neuf 
points  formant  trois  groupes  de  J3,  par  suite,  la  courbe  A 
correspondant  à  cette  courbe  (2)  rencontrera  une  sec- 
tion plane  de  <ï>  en  trois  points.  Mais  la  courbe  A  ne 
peut  être  plane,  sans  quoi  elle  aurait  pour  transformée 
une  courbe  (i);  la  courJ)e  A  est  donc  une  cubique 
gauche. 

Une  courbe  (1)  passant  par  le  point  (i ,  o,  o)  rencontre 
une  courbe  (2),  en  dehors  du  domaine  de  ce  point, 
en, six  points  formant  deux  groupes  de  I3;  par  consé- 
quent, un  plan  passant  par  le  point  (1 ,  o,  o,  o)  rencontre 
la  courbe  xA,  en  dehors  de  ce  point,  en  deux  points. 
On  en  conclut  que  la  courbe  A  passe  par  les  trois  points 
doubles  de  <î>. 

Une  courbe  (i)  ayant  un  point  triple  en  (1,  0,0), 
c'est-à-dire  décomposée  en  trois  droites,  rencontre  une 
courbe  (2)  en  deux  gioupes  de  b.  en  dehors  du  do- 
maine de  ce  point,  l^e  plan 

rencontre  donc  A  en  deux  points  en  dehors  de  (  i ,  o,  o,  o) 
et  par  suite  la  couibe  A  ne  touche  pas  la  droite 

X.2  =  X.i  -^  o. 

On  pourrait  raisonner  de  même  sur  les  courbes  cor- 
respondant, sur  <I>,  anx  courbes  (3).  On  voit  donc 
que  : 

Jl   existe,    sur    la   surface  <I>,    deux    l'éseaux   de 


(  5M 
cubiques  gauches  passant  par  les  points  doubles  de 
la  surface^  mais  n'y  touchant  pas  la  tangente  prin- 
cipale. 

6.  Il  convient  d'étudier  de  plus  près  ces  réseaux  de 
cubiques  gauches.  Nous  étudierons  celui  qui  corres- 
pond au  réseau  des  courbes  (2).  Suivant  Tusage  adopté 
en  Géométrie  algébrique,  nous  indiquerons  ce  réseau 
par  I  A|,  et  l'une  quelconque  de  ses  courbes  génériques 
par  A. 

Les  courbes 

(2)  [^l^i^2-H  H^2^|^3+  fJ^3-^:l^i=  o 

passent  par  les  sommets  du  triangle  fondamental  et 
touchent  la  droite  ^^2=0  en  (i,  o,  o),  la  droite  x^=o 
en  (o,  I,  o)  et  la  droite  x,  =0  en  (o,  o,  i). 

La  courbe  A  qui  correspond  à  la  courbe  (2)  est  située 
sur  les  cônes 

(0  ^^lX|-^  [JI2X2X3-}-  ;Jl3X3X4=  o, 

(")  {^1X1X4+   |Jl2X|+W3XjX3=o, 

(III)  f^lX,X2+[Jl.2X2X4+fJt3X.f  =  0, 

ainsi  qu'on  le  voit  par  un  calcul  très  simple.  Ce  sont 
les  trois  cônes  projetant  la  courbe  respectivement  des 
trois  points  doubles  de  la  surface  4>. 

Le  cône  (I),  de  sommet  (1,  o,  o,  o),  touche  le 
plan  X3=o  le  long  de  la  droite  Xg^X,.  =  0,  tandis 
que  le  cône  (II)  ne  touche  pas  ce  plan.  On  en  conclut 
que  la  cubique  gauche  A  touche  le  plan  X3  =  o  en 
(o,  1^0,  o).  De  même,  A  touche  le  plan  X^  =  o  en 
(0,0,1,0)  et  X2=:o  en  (1,0,0,0).  En  d'autres 
termes  : 

Dans  les  domaines  des  points  doubles  de  la  sur- 
face tl>,  les  cubiques  A  sont  tracées  sur  une  nappe  de 
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la   surface;  en  (i,  o,  o,  o)  sur   la  nappe  tangente 

à   X2=o,    en   (o,  1,0,0)   sur    la    nappe  tangente 

à  X3=o,  en  (0,0,  1,0)  sur  la  nappe  tangente 
à  X,  =  o. 

Remarquons  enfin  que  le  réseau  |  A  |  esl  de  degré  un. 
En  effet,  deux  cubiques  (2)  ont  en  commun,  en  dehors 
des  sommets  du  triangle  fondamental,  trois  points  for- 
mant un  groupe  de  Lj.  Les  deux  courbes  A  qui  corres- 
pondent aux  courbes  considérées  n'ont  donc  qu'tin 
point  commun,  variable. 

7.  A  une  cubique  plane  du  plan  (:c,,  x^iX^)^  non 
transformée  en  elle-même  par  l'homographie,  corres- 
pond sur  4>  une  courbe  elliptique  d'ordre  9,  découpée 
sur  cette  surface  par  une  surface  cubique.  Les  coeffî- 
cienls  de  l'équation  de  cette  dernière  surface  sont 
d'ailleurs  des  fonctions  des  coefficients  de  l'équation  de 
la  courbe  considérée. 

Pour  le  faire  voir,  considérons  la  cubique 

cpi  =  'Laif^ix\  x'^x^^  =  o 
(/-h  A- -H  /=  3). 

L'homographie  la  transforme  successivement  en  les 

cubiques  : 

e>2  =  2  z''^^'^i  aikix\  x^x'^  =  û, 

0:i  ^  I.z'^^+'a,/,fx\  x^x{  =0. 
La  courbe 

(5)  9,.  cp.2  •'■?:}=  o 

correspond  donc^  sur  4>,  à  une  courbe  G  en  correspon- 
dance biralionnelle  avec  chacune  des  cubiques  es,  =  o, 
cp2  =  0,  cp3  =  o.  En  effet,  à  un  point  de  C  correspondent 
trois  points  du  plan  (Xi^  x^y  x^)  situés  sur  chacune  des 
trois  cubiques  considérées.   C  est  par  suite   elliptique. 
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La  courbe  (5)  rencontie  une  courbe  (  r)  en  neuf 
ternes  de  I3,  donc  C  est  bien  d'ordre  9. 

Remarquons  qu'il  exisle,  sur  çp,==o,  par  exemple, 
neuf  couples  de  points  auxquels  correspondent  les 
mêmes  points  de  G.  On  en  concbil  que  la  courbe  C 
possède  neuf  points  doubles  variables  en  des  points 
simples  de  <I>.  (Les  couples  de  points  dont  il  est  ques- 
tion ici  forment  les  dix-huit  points  d'intersection  de 
Oi  =  o  avec  (Do  =  o  et  CD'}=  o ). 

Faisons  varier  la  courbe  o,  =  o  d'une  manière  con- 
tinue  dans  son  plan  jusqu'à  ce  que  son  équation 
devienne 

(i)  Xi  x^i  -h  Xj^l  +  X.i.rjl  +  Xvir,a^2^3  =  o. 

La  courbe  G  correspondante  varie  sur  <ï>  et  se  réduit 
à  la  section  de  fl>  piir  le  plan 

Ài  Xi  -f-   X2X.2  -f-  XsXs-h  XiX;  =  O 

comptée  trois  fois,  c'est-à-dire  à  la  section  de  <ï>  par  la 
surface  cubique 

(X,  Xi  -t-  X2  X2  -I-  X3  X,  4-  X4X; )3  =  o. 

On  en  conclut  que  les  courbes  G  sont  découpées, 
sur  ^,  par  des  surfaces  cubiques. 

Faisons  maintenant  coïncider  la  courbe  d,  =  o  avec 
la  courbe 

(  )■  )  \J-\  .r  f  X,  -»-  1^2  r I  X'i  -f-  a;,  xl  .r  1  =  o. 

La  courbe  (5)  se  réduit  à  la  courbe  cp'J  =  o  et  la 
courbe  G  à  une  courbe  A  comptée  trois  fois.  La  surface 
cubique  découpant  cette  courbe  A  sur  <I>  doit  donc 
oscuiler  cette  surface  en  chacun  de  ses  points  de  ren- 
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contre.  Cette  surface  ciil)ique  a  pour  équation 

<|;(X,,X2,X3,  X4)=H^?XfX2+!a^X2X3+i4XiXi 
-h  3  ixl  -x, X2  Xi  -h  3  ix'l  jjLi X|  X,  4-  3  ui  fji2  X^, Xs 
-t-  6i^i  ujasXf  H-  3[J.|  [^3X2X3X4 

4-  3  fJL.^  y-i  X3 Xi  X-  -^  3  uf  U3 X ,  X2 X^  =  o. 

Remarqiion^que,  dans  le  domaine  du  point  (i ,  o,  o,  o) 
par  exemple,  la  surface  'J>  =  o  touche  simplement  la 
nappe  de  la  surface  <P  tangente  à  X2=  o. 

8.  Considérons  la  surface  F,  d'ordre  9,  située  dans 
l'espace  à  quatre  dimensions,  dont  les  équations  sont  : 

X,X,X3=X3,  X|=d.(X„Xo,X3,X;). 

Entre  la  surface  <ï>  et  la  surface  F,  nous  avons  une 
correspondance  (1,  3).  Quels  sont  les  points  de  ^  de 
diramation  pour  cette  correspondance,  c'est-à-dire  les 
points  de  <ï>  auxquels  correspondent  trois  points  coïn- 
cidents de  F. 

Une  première  condition  que  ces  points  doivent  véri- 
fier, c'est  évidemment  X,,  =  o,  c'est-à-dire 

<>(Xl,X2,   X3,X;)=0. 

Mais  nous  avons  vu  que  cette  surface  oscullait  ^  en 
chaque  point  de  rencontre,  sauf  dans  le  domaine  des 
points  (1,0,0,  o),  (o,  I ,  o,  o),  (o,  o,  i ,  o),  où  elle  touche 
une  des  nappes  de  la  surface.  Il  n'y  aura  donc  dira- 
mation qu'en  ces  points  de  contact  simple. 

On  voit  donc  qu'il  y  a  trois  points  de  diramation  et 
que  la  surface  F  est  par  suite  irréductible. 

Nous  démontrerons  actuellement  que  la  surface  F  est 
rationnelle. 

Posons 

X,        X,       X3^      X,  X5 ^ 

:i''l         x\        x'I       X\XiTi        \i-\x'\xi-^  \x.ix'^Xz-^  \J-iX'^^Xx 
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Ces  formules  font  correspondre  à  un  point  du 
plan  (ûOi,  Xo,  ^-i)  un  point  de  F.  Inversement,  à  un 
point  de  F  correspond    un  point  du  plan  {.Xi,  X2,  X3). 

En  effet,  on  a  successivement 


ll'^X?,CP3Xi-+-   [J.2:rf  ^TiXs-h  [Jl.j  371^72X3  =    -X4X5, 

P 

[l^X^XiXi  X2-I-  [0.2. r '1^72X2X3+  (JI3  371;  373X3X1  =   -  Xf  X5. 

r 

On  en  déduit,  en  posant 


A,  = 


Ao  = 


?  o?»  =   — 


I  XkA 


.Tt  ^2 


5  iil 


1^2 


I-^o 


[^3X3  uiXi  [^2X2 

{0,2X2X3     [J.3X1X3     [i.|  Xi  X2 

X4        f^iXi  {^,  X2 

Xi     j^sX,  X3     {^1X1X2 

[^3X3       Xv       P.2X2 
[^2X2X3     Xf     f^iXjXs 

IXi  {^2  I 

[X3X3  î-iiXi       X4 

[-12X2X3     ;a3XiX3     X| 


P       ^ 
Mais  on  a 


.>  I  X5  A2 


1   X,  A 


O     tX    1  ■ 


o  ^3 


.X\  =   -X]. 

0 


^^=^^^2' 


^i=  -X3; 


par  suite, 


cci  _   Xt  A 
^3        X5  Al 


372  X2  A 


^3 


X5A, 


37i 


X3A 
Xr>  A, 


(6.  ) 
On  en  déduit,  par  exemple, 

Xi  Xi  X: 


X,X2A2        X2X3AA1        XiA,  A2 

On  voit  qu'entre  la  surface  F  et  le  plan  {x^^  x^^  x-^^ 
il  existe  une  correspondance  birationnelle.  La  sur- 
face F  est  dono  bien  rahonnelle. 

La  transformation 

p\',  =  Xi,  pX'o  =  X2,  pX3  =  X3, 

pX'.^x,,     px;,  =  £X5, 

(jui  engendre  sur  F  l'involutlon  dont  ^  est  l'Image,  a 
pour  correspondante,  dans  le  plan  (ar,,  x-i^  ^3), 

9.  Pour  résoudre  le  second  problème  proposé,  remar- 
quons qu'une  surface  cubique,  possédant  trois  points 
doubles  biplanaires  ordinaires,  ne  peut  pas  nécessai- 
rement être  représentée  par  l'équation 

X,X2X3=X^ 

c'est-à-dire  que  les  trois  couples  de  plans  tangents  à  la 
surface  aux  trois  points  biplanaires  ne  sont  pas  néces- 
sairement les  faces  d'un  trièdre  ;  mais  une  surface  jouis- 
sant de  cette  propriété  peut  au  contraire  toujours  être 
représentée  par  une  telle  équation.  Par  conséquent  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu' une 
surface  cubique  soit  r image  d'une  involuiion  plane 
d'ordre  trois ^  engendrée  par  une  homographie  de 
période  trois  à  trois  points  unis,  est  qu^elle  possède 
trois  points  biplanaires  ordinaires,  les  plans  tan- 
gents à  la  surface  en  ces  points  étant  les  faces  d\in 
même  trièdre. 
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[I19a] 

DISTANCES,  m  NOMBRES  EXTIERS,  DE  TROIS  POINTS 
ET  DE  LELR  CENTRE  ISOGONE  A  120"; 

Par  m.  a.  GÉR\!1DIN. 


Le  problème  suivant  a  été  déjà  traité  depuis  long- 
lemps,  mais  je  suis  parvenu  à  une  solution  nouvelle  et 
inédite  qui  pourra  intéresser  nos  lecteurs  :  c'est  ce  qui 
m'a  déterminé  à  en  présenter  l'étude. 

Supposons  un  cercle  de  centî'^O^  et  appelons  \^ 
D,  E,   les  sommets  du  triangle  équilatéral  inscrit. 


Trouver  des  points  B  sui'  OD  et  C  5w/0E,  tels  que 
les  six  lignes  /?,  6,  c,  x,  y,  z  soient  représentées  par 
des  nombres  entiers,  et  donner  des  formules  géné- 
rales du  problème.  CE  et  BD  sont  aussi  entiers. 
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F^uisque  les  angles  en  G  ont  tous  120",  ce  problème 
prend  la  forme  suivante  : 

X- -h  xy -{- y"^  =  a^ 
x^-{-  xz  -h  z^  =  b- 
y^-+-  yz  -^  -2  _  (.2^ 

Tel  est  le  sjslènie  à  résoudre,  mais,  avant  de  le  trai- 
ter, rappelons  quelques  phases  du  problème. 

Résumé  historique  et  bibliographique. 

Le  n"  3,  Vol.  IK  de  The  Mathemaiician^ 
probl.  CXLVI,  p.  i64-i65  de  juillet  1848  [Ed.  Ru- 
therford  et  Feiiwick,  i856,  chez  Spon,  à  Londres], 
a  donné  la  solution  du  problème  suivant  de  W  eddle  : 
«  Tf  tlie  squares  of  the  sides  of  a  triangle  be  in  arith- 
metical  progression,  tlie  lines  drawn  from  the  angles 
to  a  point  uithin  the  triangle  so  as  to  make  equal 
angles  with  each  other,  are  in  arithmetical  progres- 
sion. » 

Les  n"^  4  et  o,  V^ol.  I,  janvier  et  juillet  1880  de 
The  Mathematical  Visitor  (fondé  en  1 879  à  Washing- 
ton par  notre  confrère  M.  Artemas  Martin),  ont  publié 
d'intéressantes  notes  sur  le  problème  123  du  D"^  David 
S.  Hart,  NL  A.,  Stoninglon,  New  London  Countj, 
Conneclicut,  posé^dans  le  n°  3  (  de  18-9),  Senior 
Departmenl'J:  «  To  find  threevvhole  numbers  such  ihat 
the  sum  of  the  squares  of  any  tvvo  of  them  increased 
by  the  product  of  the  same  two  shall  be  a  rational 
square.  » 

Ce  journal  a  publié,  p.  io5-io6,  129-180,  les  solu- 
tions ; 

N°  1    du  Rév.   U.  Jesse   Kniselj,   Ph.   D.,   Newcomer- 
stown,  Tuscarawas  Countv,  Ohio; 


(  64  ) 

N°  2  d'Arlemas  Martin,  M.  A.; 
N"  3  de  l'auteur  du  problème,  Hart; 
iN"  4  de  Reuben  Davis,  réponse  dont  je  n'ai  pas  con- 
naissance. 

Voici  le  résumé  des  trois  premiers  articles  : 

N°    1.    On   a    successivement   (après   rectification), 
suivant  les  calculs  et  la  numérotation  de  Knisely, 

(4)  i\(x^-  -^  xy  -^ y"^ )  (^^^  -^  ^^  -^  ^" )  =  4«^^^ 

(5)  2^M-a7jK  +  ^^— 7-2  =  a'^+ 6^— c2. 

Retrancher  le  carré  de  (5)  de  l'expression  (4);  d'où 

(6)  xy-^xz-^-fz^  -A, 

en  posant 

(,o)  i2a2è2— 3(a2+62— C2)2=  A'. 

On  aura  de  même 

En  posant 

(,,)  2<'a2+62+c2)±2A  =  B2, 

on  en  déduit 

B:r  =:  «2+  62— c2zfc  ^  A, 

BjK  =  a2+c2—  62=h  -  A, 

Bz  =  62+ c2-  a^±:  ^  A. 

L'auteur  fait  ensuite  les  transformations 

a  =  (i-n)h,         c  =  {y^n)b,         i  —  4  ai2  =  {i-pnY\ 


(  65  ) 
d'où 


ji  =■ 


ip  A   _  3/72  —  ,-^ 


Il  est  enfin  conduit  à 


8^ 


3/?2  4-i6  =  (4  +  ^;?)2  ou  r  ^_^2 

Pour  avoir  des  valeurs  positives^  il  faut  n  <i  -; 
avec  ^  =  —  2,  y:>  r=  i6,  on  trouve  la  solution 

X  =  19.5,        r  —  264,        ^  =  3-2">. 

Je  reproche  à  ce  procédé  d'être  un  peu  ardu  et  aussi 
de  nécessiter  des  calculs  de  limites,  pour  avoir  des 
solutions  entières  et  positives.  J'ajoute  qu'il  est  facile 
d'en  tirer  des  solulions  générales;  mais  si  une  simpli- 
fication, qui  me  semble  bien  improbable,  ne  se  présente 
pas,  l'identité  finale  nous  donnera  pour  chacune  de  nos 
six  inconnues  initiales  une  fonction  homogène  compli- 
quée du  huitième  degré  entre  deux  variables  auxi- 
liaires. On  calculera  seulement  ces  valeurs  le  jour  où 
l'on  écrira  la  solution  défiiiitive  et  complète  de  cetle 
question. 

N"  2.   M.  Artemas  Martin  écrit 

«  „       //^  \"  1,    »  ^        ci'^ -\- •). pq 

x^-^  xj  -^y^—  (  —  X  —y  \  d  ou  -  —  —         '  ^  - 


q  )  y  p'-~q^ 

mais  il  particularise  immédiatement  eu  posant 

p  =  2,  7=1,  X  —  îiin^         y  =  'j//i,  z  —  n/n, 

d  où  V éqiKtlioii  double 

25  -i-  ')  iï"  -î-  w^  =  l>",        9  -4-  3 IV  -4-  H-  —  1:2. 

l.  auteur  pose 

5  (  2  /i  -f- 1  ) 

iV  = '- , 

n-  —  \ 

Ann.  fie  Matkéinal.,  \'  série,  l.  \V1.  (I''é\ricr  i<^i<>.)  -^ 
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d'où 

gn'*-\-  3o/i3_^  97/i^+  7on  4-  19  =  F^ 
avec 

F  =  3n^-\-  5n  -\ — a 
2 

et 

a  =  19,         b  =  o,         "'  =  ^^         m  =  65, 

iJ  obtient 

^=325,        jK  =  195,         ^  =  264; 

mais  il  De  faudrait  point  particulariser,  si  l'on  voulait 
obtenir  des  solutions  générales. 

N°  3.   Hart  est  amené,  avec 

ce  =  m^-n^         y  =  2mn  +  n^,         z  =  (  ^J^  +  ^' 
à  écrire 


Après  développement  par  rapport  à  /?,  il  pose 

d  ou 

3  :fc'  4-  5  V 

n  = ^  . 

n  ^  4r 

Posant 

3^7  -+-  5y 

p  =  t ^  g 

il  écrit  maintenant 

G=yt^--  -{x-^5y)qt—  -^  {21  x^-^  iSxy -h  gy^), 

d'où  il  tire 

p  =  93^-3 -t-  1307274-  27.r/2  4_  ,5^3 

L'auteur  termine  par  une  analyse  classique,  et  donne 
trois  solutions  dont  la  dernière  est  264,  44o,  325. 
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Ces  valeurs  générales  àe  p  el  g  sont  intéressantes, 
mais  nous  ferons  encore  un  reproche  à  cette  méthode. 
On  voit  que  z  sera  une  fonction  du  septième  degré 
en  X  et  y,  c'est-à-dire  que  l'identité  finale  donnera 
pour  chacune  des  six  inconnues  initiales  une  fonction 
homogène  du  quatorzième  degré. 

Dans  les  «  Mathomatical  Questions  and  Solutions, 
from  the  Educationai  Times...  »,  on  trouve  la  solu- 
tion (nevv  séries,  Vol.  XI,  190-,  p.  20-26)  de  la  ques- 
tion 7464  de  M.  G.  Heppel,  M.  A. 

((  Find  positive  intégral  solutions,  as  small  as  pos- 
sible of  the  équations 

^r^  +  arK  4-j2  —  tç;2^       -^2_|_^2 -t- s^  _  ^2^       ^2  ^_  ^^_^  ^2  =  ^2, 

[The  proposer  has  not  as  yet  found  anj   smaller  num- 
bers  than 

X  =  27265,        /  =  13464,         5  =  39360, 
cv  =  359ji,         p  =  47544»         f^  =  58oi5.] 

M.  R.-F.  Davis,  M.  A.,  résout 

U2+UV-f-V2=H2 

en  entiers  positifs,  en  posant 

U  =/?2— i/?  — 3,        V  =  4/?, 

d'où,  avec /?  et  ^y  ^  3, 

a?  =  <7(/?2_2/?  — 3),         y  =  f^pq^  ^  =  piq"^  —  >.q  —  Z). 

11  reste  à  rendre  carrée  l'expression 

pqipq—  3)[/^2^/>(7  +  ry'^— 6(/J  +  5')H-3J-^9(/^-f-7)2. 

Exemple  : 

2  3  20 
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d'où 

X  =  /|35,  y  =  4^*69,         z  =  i6j6, 

(^  —  4901,         p  =  568i,         it  =  \^\\. 

M.  le  lieutenant-colonel  R.  E.,  Allan  Cunningham, 
de  Londres,  indique  dans  une  Note  insérée  à  la  suite  de 
cette  réponse,  que  L.  Euler  [Comment.  Arith.  Coll.^ 
Vol.  II,  p.  4^4-4 '7)  a  résolu  une  équation  similaire. 

M.  Cunningham  ajoute  la  solution  suivante  : 

X  =  960,        y  =  —  1064,         -3  —  665, 
(•  =  93 [ ,         Il  =  i\i 5,  w  =z  I o i () 

et  dit  qu'il  est  diflicile  de  trouver  par  cette  méthode 
des  nombres  tous  positifs. 

11  faut  voir  aussi,  en  général,  pour  l'étude  des  triples 
équations  et  des  doubles  équations  la  traduction  de 
Vfnventum  Novum  de  J.  de  Billj  [OEuvres  de  Fer- 
mat^  t.  III). 

Pour  lerminer  ce  bref  historique,  on  peut  dire  que, 
si  la  forme  du  problème  admettait  un  nombre  négatif, 
on  en  obtiendrait  immédiatetnent  de  nombreuses  iden- 
tités, l'emploi  d'une  méthode  quelconque  fournissant 
immédiatement  des  solutions. 

Ce  problème  que  l'on  peut  classer  parmi  les  ques- 
tions ardues  d'analyse  indéterminée  e\\  entiers  positifs 
mérile  d'être  approfondi,  et  nous  espérons  que  de  nou- 
veaux chercheurs  feront  bientôt  connaître  des  solu- 
tions générales  inédites  et  compléteront  peut-être 
cette  bibliographie  condensée. 


Je  note  d'abord  certaines  remarques  ;  si  nous  con- 
naissons une  solution 

(I)  a2-4-a^-f- ,32=  A2 
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pirliculièif  ou  générale,  nous  aurons  aussi 

(a-+-^)2_a(a-4-3)-f-a2=  A^ 

Les  nombres  a  et  ^3  étant  connus,  le  problème  se 
ramène  à  la  simple  résobition  en  positifs,  entiers  ou 
fractionnaires,  de  V équation  double 

(2)  a72-H  aa;  H-  a2=  B2, 

(3)  .r2-+- 3^4-62=  G2. 

Nous  connaissons  pkisieurs  procédés  simples  : 
\.   En  posant 

B  =  37  -h  w, 

nous  arrivons  à  l'équation 

u'-  —  i^ u^  +  ( 4  (i2 -4-  a3  —  2 a2)  «2 

H-(4aj3  —  4ap2)t^  +  (a'*  — a3f3  +  a2[i2)-=  D^. 

Le  coefficient  seul  de  u*  étant  carré,  je  pose 

et  l'on  retrouve  ainsi  la  solution  de  FTart. 
II.    On  peut  é(;rire  aussi 

et  l'on  obtient  alors  une  équation  de  condition,  où  Ton 
doit  prendre  allernativement  pour  a  et  [^  leurs  valeurs 
générales  f'^  —  g"^  et  g'^  -\-  2  fg  : 

(3fi2H-  «3  —  2a2_  .2A)w2-^  23fa2—  •2a3  ^  /^^^^ 

4-[a2(3;2__a3—   |i-2)_^.-2j    :=   q. 

Kn   annulant   b'   coefficienl   de    //-,    oîi    ielr(niv(;    le  cas 
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précédent;  en  posant 

A  =  icL^  —  aS 

on  trouve 

Il  z=  a,  D  =  a[5,  X  =  o. 

Enfin,  il  faut  rendre  carré  le  déterminant  de  celte 
équation,  où  k  peut  être  fractionnaire.  On  sait  qii^ une 
seule  solution  initiale  suffit  pour  en  obtenir  une  infi- 
nité d'autres,  et  cette  solution  est  toujours  facile  à 
obtenir,  même  mécaniquement  et  entière,  par  mes 
procédés. 


III.   En  posant 
on  obtient 
et  alors  (3)  s'écrit 


^  p 

B  =  a  —  —  37, 


(4)      (i-(/>'--^'-)"'+«P(/>'-^')(^'+2/'^) 

Cette  équation  de  condition  (4)  étant  de  la  forme 

U2+3V2=:W2, 

on  pourrait  donc  aussi  l'étudier  en  posant 

IV.  L'étude  des  équations  doubles  est  intéres- 
sante à  faire,  d'abord  par  les  procédés  classiques,  et 
ensuite  par  des  rechercbes  nouvelles. 

J'ai  remarqué,  en  commençant  cet  article,  que 

X  —  —  (a  -+-  1^) 
nous   donne    une    solution   du    système  (2),    (3);   je 


(  ->  ) 

poserai  donc  en  général 
et  il  suffira  que 

^  >  3t  4-  fi, 

pour  avoir  des  solutions /?05«Vn'^5. 

J'obtiens  alors    une    équation    de    condition    de    la 
forme 

(5)  ^4_M^3+N^«— MA2^  +  A*=  D2 

avec 

M  =  3(a+  P),         a2-+-a|B-4-  [32=  A2, 
N  =  2A2+  2a2H-  5a^-t-  2^2. 

Cette  forme  (5)  est  la  plus  intéressante,  car  elle  nous 
mène  à  trois  cas  subsidiaires  : 

1"  D  =  t'^—  -M^-+-  m, 

•2 
9."  D   =  ^2+5^  +  A2, 

3°  D  =  A2— -!-M?  +  n;2 

2 

que  je  vais  étudier  successivement. 

i"  En  posant 

m  =  A2-^(a-[i)2, 
j'en  tire 

_  _  3a2-i-ioaP  +  3^2  _  _  (3a-4-  {:^)(a  +  3[3) 
^~  8(a4-[i)  ~  8(a+p) 

qui  nous  conduit,  a<^ec  des  solutions  négalWes^  à  des 
identités  du  quatrième  degré^  puisque 

Exemple  : 

07  =  8o,        j  =  48,         z  —  —  63. 
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:>/'   Nous  avons  alors 

(25-+-  3a  -f-3P)r-+[.s2— (2a2-i- 5 a,S -4-2(^2)]/ 

+  A2(25  +  3a-h  3^)  =  o. 

En  écrivant  que  son  déterminant  est  un  carré  parfait, 
on  retrouve  soit  le  cas  général  d'un  triangle  rectangle, 
soit  une  nouvelle  équation  de  la  forme 

que  l'on  sait  résoudre. 

V^oici  la  solution  cherchée  : 
On  pose 

d'où 

:^  =  roc  -4-  Ê^   8A2+(a-[3)2    _  (a  +  [3)(3«2+^a(3  +  3{J^) 
^    "^i^^  i6A2— (a  — p)2  ~  (5a2+6a^H-5[i-^) 

Pour  que  a  soit  positif,  il  suffit  d'avoir  y  >>  g;  x  est 
évidemment  positif,  et  l'on  trouve  ainsi  : 

^  =  (/^  +  •^^-)(3/^+  4/^°-  +  8/2^2^  8/^3+  4^4), 
Les  valeurs  générales  de  h  et  c  se  calculent  facilement  : 

h^-jf^^X^f^^g  +  23/S-2   +  I  6/3  ^3  ^_  8/2^0-'»+  4/^.  4.  4^-G, 

c  =  3/6  4-15/3^  4-  4'W--^  56/3^:^+  48/2 -'..+_  ^o/^s-^-  4^«. 
et  l'on  voit,  en  général,  que  l'on  aura 

b  -\-  c  ■=  ia. 

Les  nombres^,  a,  c^  sont  donc  en  progression  arith- 
métique, et  ceci  n'a  pas  lieu  pour  .r,  y,  z. 

Voici   quelques  solutions   numériques;   il  faut  ton- 
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jours   prendre   a  cl  p   premiers    entre  eux,   sinon  on 
retrouve  des  nombres  déjà  vus;  de  même,  il  sera  facile 
de  généraliser  la  remarque  suivatile  :  /=  5  et  ^=  2 
donnent  la  même  solution  quey=  3  et  ^  z=:  i. 


/='2 

g- 

=  I 

X 

=      i9> 

y 

=      325 

z  =      26  4 

3 

I 

7208 

63o7 

6765 

0 
j 

•2 

94  23 

3o  160 

2 1  oG3 

4 

3 

12383 

'-)8377 

38760 

On  ne  peiil  j)rendre  i?  «<  o,  car  il  y  aurait  un  nombre 
négatif;  de  plus,  avecy>>^>,  et  /",  »  fractionnaires,  orj 
retrouve  les  mêmes  solutions. 

On  aurait  pu,  au  lieu  de  posei- 

effectuer  immédiatement  le  produit  (2)  (3);  on  aurait 
ainsi  les  identités  suivantes,  obtenues  par  un  autre  pro- 
cédé. 

Ayant  une  solution  particulière  ou  générale 

nous  aurons  aussi 

T  =  x^,         y  =  [iy,  ^  =  va. 

Voici  donc  de  nouvelles  identités,  provenant  de  a 
solution  générale  précédente;  on  ne  peut  pas  réitérer 
ce  procédé. 

Les  nouvelles  valeurs  générales  de  a,  b,  c  sont  dans 

l'ordre 

b^,  COL,  «v; 

on  aura  ainsi 

^    =  (/2+  ,,/^  )  (^2+  .,/^)  (3/V_^  4/3  o.^  -y2  ^2^  8/„-3+  4  ^4). 
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Application.  f=i  2,  ^- =  1  ;  triangle  264,  32a^  44o- 

Ces  formules  donnent  de  nouvelles  solutions  du  pro- 
blème géométrique  posé  et  permettent  de  généraliser 
la  question,  au  point  de  vue  analyse  indéterminée.  Il 
sera  maintenant  facile  de  chercher  d'autres  identités. 

11  sera  intéressant  de  voir  si  d'autres  éléments  de  ces 
curieux  triangles  sont  entiers,  ou  s'ils  ont  certaines 
propriétés  spéciales. 

J'ai  aussi  trouvé  des  identités  pour  un  problème  ana- 
logue qui  se  ramène  à  l'étude  en  nombres  entiers  du 
système 

372  —  ^y  -\-  y-  =  d'^i 

j2 yjz  -+-  Z-  — -  C2. 
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CO^STKUCTIO^  m  CE\TKE  DE  COIIRBIIRE 
DE  L'HYPERBOLISIIE  ET  DE  L'AFFINE  D'UNE  COIIIBE  DONNÉE; 

Par  m.  F.  BALITRAND. 


Soient  X  el  y  les  coordonnées  d'un  point  m  d'une 
courbe  {m)  et  X,  Y  celles  d'un  point  M  d'une 
courbe  (M).  Si  ces  dernières  sont  liées  aux  précédentes 
par  les  formules 

/   ^  „  XY 

(i)  ^'  =  X,  y=  , 


a 


la  courbe  (M)  es{,à'\\.eVhyperbolismeàe\diCO\ivhe{^m){^). 

(')  Au  sujet  de  la  définition  et  des  propriétés  de  l'iiyperbolisine 
et  de  l'affine  [d'une  courbe  se  reporter  à  un  article  de  M.  Goor- 
maghtigh  {Nouvelles  Annales ,  igiS,  p.  4o4  et  407).  Consulter  aussi  le 
Traité  des  courbes  spéciales  remarquables  de  M.  Gomès  Teixeira 
(t.  I,  p.  95,  99  el  passirn). 
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Nous  nous  proposons  de  construire  géométriquement 
le   cercle  osculateur  de   (M)  en  M   connaissant  celui 
de  {m)  en  m. 

M.  Goormaghtigh  a  donné  dans  les  Nouvelles  An- 
nales une  solution  de  ce  problème  fondée  sur  la  consi- 
dération des  courbes  intégrales;  celle  que  nous  allons 
indiquer  est  plus  directe. 

La  parabole  qui  a  pour  équation 


(^) 


x- 


<xx  —  ^y  — 


a  son  axe  parallèle  à  Oy  et  dépend  de  trois  paramètres, 
a,  p,  Y  dont  on  peut  disposer  pour  qu'elle  passe  en  m 
et  j  oscule  la  courbe  (/>^). 


Fig.   I. 
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En  lui  appliquant  la  formule  (i),  on  la  transforme  en 
une  hyperbole  qui  a  pour  équation 


(3) 


X' 


^xy 


—  ix 


a 


Y=o. 


Celle-ci  passe  en  M  et  y  oscule  (M).    Le   pi-oblème 
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revient  donc  à  construire  son  centre  de  courbure  (]  en 
ce  point. 

Or  elle  admet  Oy  comme  asymptote  et  elle  coupe  O^ 
aux  mêmes  points  que  la  parabole  (2).  Pour  la  déter- 
miner, il  suffit  donc  de  connaître  ces  points. 

Si  l'on  désigne  par  c  le  centre  de  courbure  de  (m) 
en  /n,  et  si  Von  prolonge  cm  d'une  longueur 


c/n 

mci  =  — , 
•2 


on  obtient,  d'après  un  tbéorème  connu,  un  point  de  la 
directrice  de  la  parabole  (2)  et  en  menant  de  c,  une 


Fis.  2. 


perpendiculaire  sur  Oy  on  a  cette  directrice  elle- 
même.  Dès  lors,  la  construction  du  loyer  /  est  immé- 
diate ,  car  il  suffit  de  prendre  le  symétrique,  par  rapport 
à  la  tangente  en  m,  du  point  m  ^  où  m  M  coupe  la  direc- 
trice. En  traçant  ensuite,  avec  un  rayon  égal  à  la 
distance  de  la  directrice  à  l'axe  0.r,  un  cercle  de 
centre  /,  on  ol) tient  les  points  a  et  h  communs  d  Ox 
et  à  la  parabole  (2)    Ces  points  appartiennent  aussi  à 
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l'hyperbole  (3),  ((ui  se  trouve  ainsi  délerminée  d'une 
façon  surabondante;  car  on  en  connaît  le  point  M  et  la 
tangente   en  ce    point,    une   asymptote,   Oy,   et  deux 
points  a  et  h. 

La  construction  de  son  centre  de  courbure  C  en  M 
est  dès  lors  un  problème  connu,  qui  a  reçu  plusieurs 
solutions,  et  poiir  lequel  nous  indiquerons  la  suivante  : 

Les  parallèle  :!i  à  Oy,  menées  par  a  etb^  rencontrent 
la  tangente  en  M  en  a^  et  6<;  les  parallèles  à  la  nor- 
male en  M,  menées  par  ces  points^  rencontrent 
respectivement  en  a  et  j^  les  perpendiculaires  élevées 
en  M  à  M. h  et  M^;  la  droite  a[j  détache  sur  la  nor- 
male en  M  un  serment  éacd  au  diamètre  du  cercle 
osculateur  en  ce  point. 

En  résumé,  on  a,  pour  déterminer  le  centre  de  cour- 
bure de  l'iijperbolisme  d'une  courbe,  la  construction 
suivante,  qui  est  assez  longue,  mais  qui  s'effectue  entiè- 
rement avec  la  règle  et  le  compas  : 

On  prolonge  le  rayon  de  courbure  cm  de  (m)  d^ une 

fixe 

longueur  mc^  =  —  et  i^on  mène  peu-  c  ^  une  parallèle 

à  Ox.  Soient  m ,  et  \x  les  points  oii  la  droite  niM  coupe 
cette  parallèle  et  Ox.  Du  poi/it  /\  symétrique  de  m^ 
par  rapport  à  la  tangente  en  //z,  on  décrit^  avec  m^  [jl 
poui'  rayon,  un  cercle  qui  rencontre  Ox  en  a  et  b. 
Les  parallèles  à  Oy,  menées  par  ces  points^  coupent 
la  tangente  en  M  en  a^  et  6,  ;  les  perpendiculaires  à 
la  tangente  élevées  en  ces  points  rencontrent  en  a 
et  (i  celles  menées  à  M  6  e^  M  a  au  point  iVl  ;  la  droite  a^ 
passe  par  V extrémité  du  diamètre  du  cercle  oscula- 
teur en  M. 

Pour  Taffine  d'une  courbe  donnée,  la  construction 
csl  analogue,  mais  nolablcment   plus  simple.  Les  for- 
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mules  de  transformation  étant 

x  =  \,        y  =  kY        (/j=const.), 

la  parabole  (2)  a  pour  transformée  une  autre  parabole 

(4)  ^^ — oix  —  ^^y — -y^O 

de  même  axe  que  la  première.  La  connaissance  du 
point  f  suffît  pour  déterminer  cet  axe  et,  celui-ci 
connu,  la  construction  du  centre  de  courbure  de  (4) 
en  M  n'offre  pas  de  difficultés. 

On  peu  t  notamment,  pour  l'obtenir,  tirer  par  le  point 
où  l'axe  rencontre  la  normale  une  parallèle  à  la  tangente 
en  M  ;  par  le  point  M  tirer  une  parallèle  à  Taxe  et  du  point 
d'intersection  de  ces  deux  droites  abaisser  la  perpendi- 
culaire sur  l'axe.  Elle  passe  au  centre  de  courbure 
cherché.  On  a  donc  la  construction  suivante  : 

Le  point  /étant  déterminé  comme  précédemment^ 
on  mène  par  ce  point  une  perpendiculaire  sur  Ox. 
Par  le  point  où  elle  rencontre  la  normale  en  M  on 
tire  la  parallèle  à  la  tangente  en  M  et  par  M  on  tire 
une  parallèle  à  Oy.  Du  point  d^ intersection  de  ces 
deux  parallèles  on  mène  la  parallèle  à  O^;  elle 
passe  au  centre  de  courbure  cherché. 


[L^14] 

POINTS  D'INTERSECTION  DTIVE  SURFACE 
DU  OUATRIÈME  ORDRE  AVEC  LES  ARETES  D'UN  TÉTRAÈDRE; 

Par  m.  g.  FOiMTENÉ. 


1.  Théorème.  —  Les  vingt-quatre  points  d'inter- 
section d'une  surface  du  quatrième  ordre  avec  les 
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six  arêtes  d'an  tétraèdre  vérifient  trois  conditions 
indépendantes  de  ta  siuface  considérée;  trois  de 
ces  points  sont  déterminés  par  les  vingt  et  un 
autres. 

Une  surface  du  quatrième  ordre  dépend  de  para- 
mètres en  nombre —  i ,  ou  34-  Or,  le  tétraèdre 

étant  pris  comme  tétraèdre  de  référence,  on  ne  modifie 
pas  les  traces  de  la  surface  sur  les  arêtes  en  modifiant 
les  termes 

y zt{by  -4-  cz-\-  dt) 

H-  xzt{a  X  H-  c' z  -h  d' t)  -+-...-!-...+  kxyzt, 

qui  sont  au  nombre  de  i3.  Le  nombre  des  paramètres 
dont  dépendent  les  vingt-quatre  points  en  question  est 
donc  2  1  ;  ces  points  vérifient  trois  conditions. 

2.  Corollaire  1.  —  Si  une  surface  du  quatrième 
ordre  coupe  les  six  arêtes  d' un  tétraèdre  en  vingt- 
quatre  points  dont  douze  appartiennent  à  une  qua- 
drique  S,  les  douze  autres  sont  aussi  à  une  qua- 
drique  S'. 

En  eflet,  par  neuf  des  douze  points  restants  on  peut 
faire  passer  une  quadrique  S';  les  deux  quadriques  S 
et  S^  forment  une  S^  qui  doit  contenir  les  trois  derniers 
points;  la  quadrique  S'  passe  donc  par  ces  points.  Les 
équations  des  deux  quadriques  étant  S  =  o,  S'=o, 
l'équation  générale  des  surfaces  considérées  est 

%  .^'  -\-  y  z  t  {by  -h  C2  -I-  â?0  "*-•••  +  •••-+-•••  +  k  .xy  zt  =  o, 

avec  3i  paramètres;    a  priori  la  surface  doit  vérifier 

trois  conditions  et  dépend  par  suite  de  3i  paramètres. 

Les  douze  premiers  points  vérifient  trois  conditions, 
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qui  sont,  par  exemple,  une  condition  dans  chacune  des 
faces  DBC,  DCA,  DAB;  le  théorème  impose  trois  con- 
ditions aux  douze  derniers  points,  et  il  se  trouve  que  ce 
sont  trois  conditions  intrinsèques,  analogues  à  celles 
que  vérifient  les  douze  premiers  points. 

3.  Cas  particulier.  —  Par  tes  douze  points  de 
rencontre  des  arêtes  d'un  tétraèdre  et  d^ une  qua- 
drique  S,  on  peut  {de  différentes  façons)  faire  passer 
quatre  plans  a^  p^  y,  ô,  chacun  de  ces  plans  étant 
mené  par  trois  points  situés  sur  les  arêtes  issues 
d^ un  même  sommet;  les  quatre  droites  d'intersec- 
tion de  ces  plans  avec  les  plans  des  faces  opposées 
du  tétraèdre  appartiennent  à  un  même  hyperboloïde 
{^condition  triple). 

(^es  quatre  plans  forment  en  effet  une  S-,  et  les  douze 
points  que  le  corollaire  I  place  sur  une  quadrique  S' 
sont  tiois  à  trois  en  ligne  droite.  —  Les  traces  des 
plans  a,  [i,  y  sur  le  phm  ABC  rencontrent  BG,  CA,  AB 
en  trois  points  qui  sont  sur  une  droite  :  cette  droite 
est  la  seconde  génératrice  de  T hyperboloïde  dans  le 
plan  ABC. 

(Jle  fait  et  le  fait  corrélatiforit  été  donnés  par  Chasies 
[Aperçu  historique^  note  XXXll). 

3  a.  Si  la  quadrique  est  tangente  aux  six  arêtes 
du  tétraèdre,  on  a  ceci  :  les  poinis  de  contact  étant  M, 
N,  P,  TVl',  W,  P',  les  trois  premiers  sur  les  arêtes  issues 
de  D,  et  les  plans  tangents  en  ces  poinis  étant  m,  HyP-, 
m',n!,p\  les  quatre  droites  (MNP,  ABC),  (MN'P', 
DBC),  .  .  .  sont  à  un  hjperboloïde,  les  (jualre  droites 
qui  joignent  le  point  {m\  i^'-,  p')  au  point  D,  le  j)oint 
(m',  /i,  /;)  au  point  A,  .  .  .,  sont  à  un  hyperboloïde. 
On  peut   dire   :    dans  l'octaèdre    hexagonal    dont    les 
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sommets  sont  M,  JN,,  P,  M',  ...,  les  quatre  droites 
d'intersection  des  plans  des  faces  opposées  sont  à  nn 
hyperholoide;  dans  Thexaèdre  octogonal  dont  les  plans 
des  laces  sont  m,  /?,  /?,  m',  ...,  les  quatre  diagonales 
sont  à  un  lijperboloïde.  —  L'axe  d'homologie  du 
triangle  M'N'P'  et  du  tiiaugle  ABC  est  la  seconde 
génératrice  du  premier  hyperboloïde  dans  le  plan  ABC  ; 
l'axe  d'homologie  du  trièdre  nmp  et  du  trièdre  («,  6,  c) 
est  la  seconde  génératrice  du  second  hyperboloïde 
issue  de  D. 

\\b.  Si  la  quadrique  e>t  circonscrite  (ou  inscrite) 
au  tétraèdre,  le  fait  indiqué  au  n"  3  (ou  le  fait  corréla-- 
tif)  donne  ceci  :  Klant  pris  cpiatre  points  A,  L),  C,  D 
sur  une  quadrique,  et  les  plans  tangents  en  ces  poinls 
étant  a,  ,3,  y,  ô,  les  quatre  droites  d'intersection  des 
plans  0  et  ABC,  a  et  DBC,  .  . . ,  sont  à  un  hjpeiboloïde  ; 
les  quatre  droites  qui  joignent  le  point  13  au  point 
(a,  p,  y),  .  .  .,  sont  à  un  hjperboloïde.  —  On  déter- 
mine connue  au  n"  3  les  secondes  génératrices  situées 
dans  les  plans  ABC,  . .  . ,  ou  issues  des  points 
(a,  ^,Y),.... 

Ces  faits  ont  été  signalés  d'abord  par  Steiner  et 
Bobillier  {Annales  de  Gei-goniie^  t.  X\  III). 

3c*.  Les  deux  cas  particuliers  (3a)  et  (36)  dépen- 
dent encore  du  théorème  général  donné  par  Chasles 
pour  deux  tétraèdres  qui  sont  polaires  réciproques 
par  rapporta  une  quadrique  :  les  droites  d'intersection 
des  plans  d(^s  faces  corres|)ondantes  sont  à  un  même 
hyperboloïde,  les  droites  qui  joignent  les  sommets  cor- 
respondants sont  à  un  même  hyperboloïde  [Annales 
de  Gergonne^  t.  XIX). 

ï.    CoKOLLAiHK  II.  —  Si  uiie  surjcice  du  quatrièntc 
Alla,  de    Malhénidl.,    \"  série,  t.  \VI.  (Février  h^i'I.)  6 


(  82  ) 

ordre  est  doublement  tangente  à  chacune  des  six 
arêtes  d^ un  tétraèdre^  les  douze  points  de  contact 
sont  à  une  cjuadrique. 

Le  mot  corollaire  indique  ici,  non  une  conséquence 
directe  du  théorème,  mais  un  fait  intimement  lié  au 
théorème;  les  douze  points  de  contact  doivent  vérifier 
trois  conditions.  Si  l'on  suj^pose  qu'ils  sont  à  une  qua- 
drique,  1  équation  de  cette  quadrique  étant  S  =  o, 
l'équation  de  la  surface  est 

S 2  -h  yzt (  ùy  -+-  cz  -^  dt)  ^  .  .  .  -h  .  .  .  -r-  .  .  .  -h  k. xyzl  =  o, 

avec  22  paramètres;  or,  a  priori^  la  surface  doit  véri- 
fier douze  conditions  et  dépendre  par  suite  de  22  para- 
mètres. Ce  raisonnement  est  d'ailleurs  insuffisant. 

On  a  un  fait  corrélatif  :  les  plans  tangents  à  la  sur- 
face aux  douze  points  où  elle  touche  les  arêtes  sont 
tangents  à  une  quadrique. 

o.  Cas  particulier.  —  Si  deux  quadriques  touchent 
l'une  et  l'autre  les  six  arêtes  d'un  tétiaèdre,  les  douze 
points  de  contact  sont  à  une  même  quadrique,  les 
douze  plans  tangents  en  ces  points  sont  tangents  à  une 
même  quadrique  (Steijver,  Annales  de  Gergonne^ 
t.  XIX). 

Cet  énoncé  est,  si  l'on  veut,  une  réciproque  de  celui 
que  l'on  obtient  en  supposant  que,  dans  le  corollaire  1, 
la  surface  du  quatrième  ordre  est  une  ([uadrique 
double. 
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CORRESPO^DA^(;B. 


M.  F.  Farjon.  —  Sur  le  quadrilatère  inscriptible.  —  Sous 
le  n°  lo89,  j'ai  proposé  jadis  (1888,  p.  302)  la  démonstration 
d'une  formule  irigonométrique  relative  au  quadrilatère  ins- 
criptible, et  j'en  demandais  en  même  temps  une  interpré- 
tation géométrique. 

M.  Lcinekugel  a  donné  à  cette  question  une  réponse  élé- 
gante (1892,  p.  38);  mais  il  n'a  pas  retrouvé  le  théorème  qui 
m'avait  servi  de  point  de  départ.  En'voici  l'énoncé,  d'ailleurs 
bien  connu  : 

Dans  tout  quadrilatère  inscriptible  au  cercle,  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  d'intersection  des  diago- 
nales sur  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  ces  deux 
lignes^  et  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  de  ren-  ^ 
contre  des  côtés  opposés  sur  la  droite  qui  joint  respective- 
ment les  milieux  de  ceux-ci,  se  coupent  en  un  même  point, 
symétrique  du  centre  du  cercle  circonscrit  par  rapport  au 
centre  de  gravite  du  quadrilatère  ;  et  réciproquement. 

Cf.  (1892,  p.  41-47)  l'article  «   Sur  le  quadrilatère  ». 

Un  Abonné.  —  A  propos  de  la  traîisformation  par  . 
hyperbolisme.  —  La  transformation  par  hvperbolisnie  est 
bien  antérieure  à  la  transformation  par  l'abscisse  de  Segner, 
signalée  par  M.  M.  d'Ocagne  {Nouv.  Ann.,  igiS,  p.  52o).  Elle 
est  due  à  Newton,  qui  s'en  est  servi  dans  son  Enumeratio 
linearum  tertii  ordinis  (1706).  (D'après  G0MK8  Teixelra, 
l'raité  des  courbes  spéciales  remarquables,  t.  I,  p.  99 
et  i5i;  FÉLIX  Lucas,  Etudes  analytiques  sur  la  théorie 
générale  des  courbes  planes,  p.  221.) 

M.  R.  Goormaghtigh.  —Au  sujet  de  la  question  1630.— 
MM.  Biocard  et  Bouvaist  ont  donné  de  cette  question  des 
solutions   (191!),  p.  139,  l\'/i)   basées    sur   le    fait  que,  pour  le 


/ 
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Lriangle  spécial  considéré,  la  potentielle  tiiangulaiie  est  une 
conique.  Il  peut  être  intéressant  de  signaler  que  Cesàro  a 
démontré  le  théorème  qui  fait  l'objet  de  cette  question 
{Naturliche  Géométrie^  p.  i33)  et  que  sa  démonstration  ne 
fait  pas  intervenir  la  nature  spéciale  de  la  potentielle. 

La  potentielle  triangulaire  étant  une  courbe  anharmonique, 
d'après  la  dénomination  de  Halphen,  on  voit  aisément  que, 
pour  le  triangle  moyen  où  a'^- =  bc,  la  tangente  au  centre  de 
gravité  est  parallèle  au  côté  a.  On  sait,  en  outre,  d'après 
l'élude  des  courbes  triangulaires  symétriques  de  La  Gour- 
nerie,  dont  les  courbes  anharmoniques  constituent  un  cas 
limite,  que  le  rayon  de  courbure  en  un  point  quelconque 
d'une  courbe  anharmonique  est 

,  g2  Ml  [-^2  \i-i  ^ 

!^ij  [^2)  [^3  désignant  les  coordonnées  barycentriques  du  point 

considéré,  jKiî  JK25  JK3  les  distances  des  sommets  à  la  tangente 

en  ce  point  à  la  courbe  et  S  l'aire  du  triangle.  Il  suffit  défaire 

dans  cette  formule 

1 

1-^1=  lJ-i=  lJs=   ;7' 

y2=  y3=  •>.  s  :  3  a         et        j-j  =  4  S  :  3  a 
pour  obtenir  le  théorème  de  la  question  1630. 

M.  F.  Balitrand.  —  6'«r  les  questions  22d9  et  2268.  —  En 
ce  qui  concerne  la  première  (i9i5,  p.  477)>  j'a'  démontré, 
aprèsLai§uerre(N.A.^iQii\,\:>.S)  que  le  triangle  PQR  est  non 
seulement  inscrit  à  une  conique  fixe,  mais  aussi  conjugué  par 
rapport  à  une  autre  conique  fixe.  De  même  pour  2268  (iqtS, 
p.  479);  j  ai  démontré  (Ibid.,  p.  i>).)  que  le  triangle  PQR  est 
à  la  fois  circonscrit  à  une  conique  fixe  et  conjugué  par  rapport 
à  une  autre  conique  fixe. 

M.  G.  Fontené.  —  Sur  la  question  2152.  —  Cette  question, 
qui  fait  double  emploi  avec  1908  (résolue),  doit  être  annulée. 
Voir  1910,  p.  288. 
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SOLITIONS  DE  OIESTIO\S  PROPOSÉES. 


2217. 

(  1914,  |>.  96. 


Soit  PP'  un  dicLmctre  variable  d'une  ellipse  de  foyers  F 
et  F',  PF  et  PF'  rencontrent  l'ellipse  en  M  et  M';  MF'  et  M' F 
se  rencontrent  en  G;  PQ  rencontre  FF'  en  K  et  iMiM'  en  L. 
Montrer  que  : 

1°  La  tangente  en  V  et  MM'  se  rencontrent  en  l\  sur  FF'; 

'2"  La  droite  MM'  enveloppe  une  ellipse  et  L  es/  /e  point 
où  MM'  touche  son  enveloppe  ; 

3"  Z,e  //eïf  6^e  Q  e^/  M/ie  ellipse  de  foyers  F  e/  F'; 

4"  Chacune  des  droites  PQ  e/  P'Q  <?s^  normale  à  une 
ellipse  fixe.  (E.-N.  B arisikn.) 

Solution 
Par  M.  R,  Oouvatst. 

Xous  rappellerons  tout  d'abord  la  proposition  suivante  : 
Si,    par  un   foyer   F   d'une    conique,  on    mène   une  sécante 
coupant  la  courbe  en  A  et  B,  on  a 

p  désignant  le  paramètre  de  la  conique. 

1"  f.e  triangle  r*FF'  coupé  par  la  transversale   RMM'  donne 

RF'        MF        M'P 


KF   ''^   MP  ^  M'F'  ~' 


on  a  aussi 

I 


M'F'        F'P        p  MF        FP        p 

M'P         F'P  MP        FP 


MF'  n  MF 


(  «M 

d'où 

KF'  _   FI*  ^^'  _  ^'^"  . 

RF  ~  FH^         ""  ÏÏF  ^    FP  ' 

le  point  R  est  le  point  d'intersection  de  la  bissectrice  exté- 
rieure de  l'angle  FP'F'  avec  FF';  c'est  donc  le  point  d'inter- 
section de  FF'  avec  la  tangente  en  F'. 

•2°  Par  un  point  R  de  FF'  passent  deux  droites  MM';  l'en- 
veloppe de  ces  droites  est  une  conique,  admettant  les  axes  de 
l'ellipse  donnée  pour  axes  de  symétrie,  et  bilangente  à  cette 
ellipse  aux  extrémités  du  grand  axe;  cette  conique  est  une 
ellipse  coaxiale  à  l'ellipse  donnée  d'axes  a  et  b,  et  la  longueur 

de  ses  axes  est  a  et  — • 

L'enveloppe  de  MM'  étant  bitangente  à  l'ellipse  donnée  E 
aux  extrémités  du  grand  axe,  MM'  touche  son  enveloppe  en 
son  point  d'intersection  avec  la  polaire  de  R  par  rapport  à  E, 
c'est-à-dire  au  conjugué  harmonique  de  R  par  rapport  à  MM', 
ou  encore  le  faisceau  P(  RM'  QM)  étant  harmonique,  au  point  L. 

3"  Le  triangle  M'PF  coupé  par  la  transversale  MQM'  donne 


PF'         MF 


d'oij,  puisque 


MP        MF' 


III  MF         p 


ou 


et 


MF        FP        p  MP        FP 

1  j i^  PF'    _  PF' 

W¥  ~^  WW  ~^       ou        ——_  —       I 

FQ  =  QM'(^^^~^)  =  (FM'-  FQ)  Ç^^-^^^ 

d'où,  puisque 

PF  +  PF'=  -la, 

FQ(a2+c2)  =  FM'(rt2_4_c2  — aPFj 

=  {-?.a-  M'F')(a2-i-c2-aPF); 


d' 


ou 


or 


d'où 


MF 


62  PF'  62  PF' 


aPF— 62        a^-^c^—aPF' 
FQ(a2-+-c2)  =  2a(a'^^c'-~aP¥)-  62  PF'; 


(  <'*:) 

on  a,  (le  même. 
d'où 

4°  Les  points  RF' KF  forment  une  division  harmonique;  le 
point  K  est  do-nc  le  symétrique  par  rapport  au  centre  O  de 
l'ellipse  donnée  E,  du  pied  de  la  normale  en  P  à  E.  Soit  Pi 
le  point  qui  correspond  à  P  sur  le  cercle  principal  de  E,  la 
droite  KPi  rencontre  le  petit  axe  en  K'  et  l'on  a,  cp  étant 
l'angle  P,OF, 


C2  C2  Q^  (il. 

OK  =  — coscp,  0K'=  fl'sinc2  = ; -sin'5, 

a         ^  a^-\-C'  '         a   a^ -\- c'- 

la  projection  du  segment  KK'  sur  un  plan  faisant  avec  le  plan 
du  cercle  principal  un  angle  6,  tel  que 

cost)  =  > 

a'- 

a  donc  une  longueur  constante;  cette  projection  enveloppe 
une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements,  et  la  droite  PKQ 
une  développée  d'ellipse. 

Il  existe  une  correspondance  univoque  entre  les  points  P' 
et  Q,  carsi  l'on  se  donne  l'un,  l'autre  est  déterminé  et  unique- 
ment, P'  décrivant  l'ellipse  E,  Q  décrit  une  ellipse  Ej  ;  il  en 
résulte  que  l'enveloppe  de  P'Q  est  une  courbe  de  quatrième 
classe;  celte  courbe  admettant  \isiblement  les  axes  de  Ei  et 
de  E2  comme  axes  de  symétrie  et  tangentes  doubles,  est  une 
développée  de  conique. 

Autre  solution 

Par  M.  T.  0\o. 

Soient 

P(  a  cos  a,  b  sin  oc), 

M(acos3,  ^sin^),         M'(acosQ',  6  sin  3') 
et  e  l'excentricité  de  l'ellipse  donnée 

-î  H-  f?  ~   '  • 


(  ^^  ) 

On  a 

3  I  —  e         a  S'  I  -{-  e         a 

tanff  -  = cot-,         tang—  = col-; 

*=  2  i-+-e         2  2  I  —  e        2 

et  l'on  trouve  successivement  les  coordonnées  et  les  équations 
suivantes  : 

(MM')  èircosxH ^: — ^  V  sina  +  «6  =  o; 

I  —  e- 

(Q)    ^--       3_^,.       cosa,         ^  =  _^__-^s,na, 

(  PQ)  6ir  sina  —  a{\  -h  e^  )j/  cosa  +  abe-  sina  cosa  =  o; 

(P'Q)  6(i  -j-  e2)a7sina  —  «(i  —  e^  jj^^osa 

+  'labe-  sin  a  cosa  =  o  ; 

b{\-e^)    . 
(L)  a?  =  — «cosa,         j^  = lésina. 

Donc  : 

I"  La  tangente  en 

P'( — «cosa,  — 6sina) 

et  MM'  se  rencontrent  en 

\      cosa 
2°   La  droite  MM'  enveloppe  l'ellipse 


a-         ^,1^-e^ 


i  -+-  e- 


—  i 


et  le  point  L  est  sur  cette  courbe.   On  voit  que  P'L  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  des  x. 
3"  Le  lieu  de  Q  est  l'ellipse 


I    -4-   3f'2N2 

a 


,  3  ^-  e^ 
et  ses  fovers  sont  F  et  V , 


I  V  3  H-  «5  / 


(  «9  ) 
4"  L'en\el()ppe  de  PQ  est  la  combe 


X  '\  •'        /        Y       \  ^ 


\  «e2  / 


6e2 


1  4-  e^   / 
et  cette  courbe  est  la  développée  de  l'ellipse 

ofi 

^1  =  — — — ,  Oi  = 

r/  (  3  +  e2  ) 

donc  la  droite  PQ  est  normale  à  cette  ellipse. 
I/enveloppe  de  P'Q  est  la  courbe 


et  cette  courbe  est  la  développée  de  l'ellipse 

iC2  -^'2 

OÙ 

262(1    -+-e2)  2^(,    _g2) 


«[4—1(1—^2)2]  ^  4_(,_e2)2' 

donc  la  droite  P'Q  est  normale  à  cette  ellipse. 

N.  B.  —  Les  deux  ellipses  du  n"  4"<^'i'^  leurs  foyers  sur  l'axe 
desj)'.  \ln  changeant  b  en  bi^  on  aura  les  propriétés  analogues 
pour  une  hyperbole. 

Autres  solutions  par  M"''  Anne  de  Préhyr  et  Un  Abonné. 

2218. 

(  19U,  p.  \\i>.   192.1 

Quand  deux  normales  MP,  ,MQ  à  une  ellipse  abaissées 
d'un  point  M  sont  rectttngulaives  :  i"  la  droite  RS,  qui 
joint  les  pieds  \\  et  S  des  deux  autres  normales  issues  de  M, 


(  yo  ) 

est  telle  que  les  axes  interceptent  sur  cette  droite  une 
longueur  constante  égale  au  rayon  du  cercle  orthoptique 
à  V ellipse;  i"  la  droite  PQ  enveloppe  une  ellipse  et  la 
touche  en  son  point  de  rencontre  avec  la  corde  R' S'  symé- 
trique de  RS  par  rapport  au  centre  O  de  l'ellipse, 

E.-N.  Baiusien. 

Solution 

Par  Mil"  Anne  de  Préhyr. 

La  droite  PQ  est  la  polaire  d'un  point  G  du  cercle  orthop- 
tique; son  enveloppe  est  donc  déjà  l'ellipse  polaire  réciproque 
de  ce  cercle  pour  l'ellipse  donnée. 

En   posant  OC  =  d=  \/a'^-\-b^  et  en  prenant  les  coordon- 
nées de  C  sous  la   forme  (<^cosa,  <isina),  l'équation  de  PQ 
est 
,^,^,  xdco^a         yds\nx 

(PQ)  ^ïr-  +  =S^ '=«• 

Le  théorème  de  Joachimsthal  sur  les  normales  à  l'ellipse 
montre  que  RS  et  OC  ont  des  directions  symétriques  par 
rapport  aux  axes  de  l'ellipse  donnée.  On  peut  donc  écrire 
l'équation  de  RS  sous  la  forme 

(RS)  a?  sin  a -I- j^  cosa -^  X  =  o 

et  en  exprimant  que  l'équation 


^2  y2 

xdcù^oL        y  d  f^'inoL 


j  {x  sina  -{-y  cosa  -f-  X)  =  o 


est  celle   de  l'hyperbole  d'Apollonius  de  M,  on    a    immédia- 
tement X  =  fis?  sina  cosa. 
L'équation  de  HS  devient 

(RS)  o:"  sin  a -h  j' cosa -H  <isina  cosa  =  o. 

La  droite  RS  est  donc  la  droite  symétrique  par  rapport  à 
l'origine  de  celle  qui  joint  les  projections  D,  E  de  G  sur  les 
axes  coordonnés;  le  segment  intercepté  sur  RS  par  les  axes 
coordonnés  est  donc  égal  à  OG  ou  à  d,  comme  il  fallait  le 
démontrer. 


(  9'   ) 

D'autre  part,  la   flroite   PO    touclie   son   enveloppe   sur   la 
droite  m  dont  l'équalion  est 

,      ,                                a^sina         rcosa 
(m)  .  —  ^^—- =  0. 

Or  on  retrouve  cette  équation  en  éliminant  le  terme  indé- 
pendant entre  l'équation  de  PQ  et  celle 

X  sin  X  H- jK  cosa  —  d  sin  a  cosa  =  o 

de  la  droite   DE.   Le  point  où  PQ  touche  son  enveloppe  est 
donc  sur  DE. 

N.B.  —  1°  L'équation  de  l'enveloppe  de  PQ  est 

x^-d"-        y'^d^ 


a*  h'^ 

ou 

X^  j^2 


=  I 


a'*  62  «2-1-62 

2"  En  poursuivant  l'identification  de  l'équation  (i)  avec  celle 
de  l'hyperbole  d'Apollonius  de  M  (a^i,  y\),  en  supposant  d 
quelconque  et  en  faisant  d  cosa  =  3^2,  c?sina  =.X2>  on  retrouve 
les  formules  de  Deboves  pour  les  coordonnées  d'un  pôle 
tangentiel  G  et  d'un  pôle  normal  M. 

Autres  [solutions  par  M.\L  R.  Bouvaist,  J.  Lkmaire,  T.  Ono  et 
Un  Abonni':. 

2220. 

(1914,  j).  144.) 

On  considère  les  trajectoires  orthogonales  F  d'un 
système  de  cercles  il  homothétiques  entre  eux  par  rapport 
au  pôle  O.  Le  centre  de  courbure  de  la  courbe  V  répon- 
dant au  point  M  où  elle  coupe  ortliogonalement  le  cercle  C 
est  le  pôle  de  la  droite  OM  par  rapport  à  ce  cercle. 

M.  d'Ocagne. 

Solution 
Par  M.  T.  Ono. 

Soient  O  l'origine  des  coordonnées  et  C  le  centre  du 
cercle  (G)   qui   est   sur   l'axe   des  x.   En   |)osant   OG  =  a,   le 


(  9^-  ) 

rayon  de  (C)  =  X<7,  on  a 

(i)  (37  — a)2  +  j2^  X^a^, 

En  éliminant  a  en  lie  (i)et(:r  —  <^)jk'  —  jK  =  o,on  obtient 
l'équation  diiïérentielle  de  F 

On  trouve,  d'après  (2), 

-^     y^^^i^y  —  y) —j^y' 

Soient   maintenant  K(a7i,jKi)   le  centre  de  courbure  de  Y 
répondant  au  point  M(x,  y)  et  R  son  rayon,  et  l'on  a 


3 


~      y"       ~~     r(^  — «) 

X  —  a  j  ^     j  y 

On  voit  donc  que  KG  et  OM  sont  rectangulaires,  et  par 
suite  que  K  est  le  pôle  de  OM  par  rapport  à  (G). 

Antres  solutions  par  M"«  Anne  de  Préhyr,  M.  J.  Lemaire  et  Un 
Anonyme. 

2223. 

\  1914,  p.  .530.) 

Soient  M  et  INl'  les  extrémités  de  deux  diamètres  conju- 
gués, F  et  F'  les  foyers  d'une  ellipse.  Trouver  le  lieu  du 
point  d'intersection  de  MF  et  M' F'  ou  de  MF'  et  M'F. 

T.  Ono. 

Solution  géométrique 
Par  M.   H.   Bouvaist. 

Gonsidérons  le  cercle  dont  l'ellipse  donnée  est  la  projection  ; 
soient  Ox  et  Oj^  les  diamètres  de  ce  cercle  correspondant  au 
grand  axe  et  au  petit  axe  de  l'ellipse.  Soient  Mi  et  M\  les 
extrémités  de  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle;  si  O 

désigne  le  centre  de  celui-ci,  les  demi-droites  OM}  et  OM'j  font 


(  93  ) 


avec   Ox  les   angles  o   et h  9  ;  soit  a  le   rayon  du  cercle; 

posons  enfin 


OF  =  F'O  =  c,  iM,  FO  =  e,         M\  F'O  =  6'. 

Les  triangles  MiOF,  M'j  OF'  donnent  les  relations 
sinO  _  sin(0  ^  cp)  sinB'        cos(0'— cp) 


a 


d'uii,  en  éliminant  9,   l'équation 

sin2  0  sin2(  0'—  -  )  +  sin^O'sin^  (  0 


(0 


cos2(e  +  6') 


a' 


Soit  P  le  point  d'intersection  de  Mj  F  et  M',  F',  ;  prenons  sur  O y 

le  point  A  tel  que  le  vecteur  OA  =  c,  construisons  le  point  P' 
inverse  du  point  P  par  rapport  au  triangle  FA  F';  dans  le 
quadrilatère  FAF'P',  on  a 

AP'   _        FP'  AP'    _       F'P' 

sTiTO  ~  sinFAP'  '  sinO'  "  cosFAP' 


T<  ' 


(I  OU 


or 


FP'=  —  2C 


Al"    ^  FP'    sin'-O  +  F'P'    sin'-O' 
sin(0'-|) 


Slll 


F'P'^  _.^^c 


6—  ^ 

4 


cos(0  H-0') 


cos(0-T-O') 
d'où,  en  tenant  compte  de  l'équation  (i), 

AP'=  asl~>.. 

Le  lieu  du  point  P  est  donc  la  quarlique  circulaire  trino- 
dale  inverse  par  rapport  au  triangle  FAF',  du  cercle  de 
centre  A  et  de  rayon  a\/i\  le  lieu  clierclic  est  donc  la  pro- 
jection de  cette  courbe  sur  le  plan  de  l'ellipse. 

On  voit  de  même  que  le  lieu  du  point  d'interseclion  des 
droites  MF',  M'F'  est  la  projection  sur  le  plan  de  l'ellipse,  de 
la  quartique  circulaire  trinodale,  inverse  par  rappoii  au 
triangle  A' FF' du  cercle  de  centre  A'  et  de  rayon  «  ^2,  A' 
étant  le  s}niélri([uc  de  A  par  rapport  à  O.r. 


(  94   ) 
2225. 

I  1914,  p.  336.1 

Soient  F  et  G  une  conique  et  le  cercle,  inscrits  dans  le 
triangle  ABC.  Trouver  le  lieu  du  point  de  contact  de  la 
conique  variable  Y  avec  la  quatrième  tangente  commune 
au  cercle  C  et  à  la  conique  Y.  Etudier  le  cas  particulier  où 
la  conique  Y  est  une  parabole.  N.  Abramescu. 

Solution 
Par  M.  H.  Bouvaist. 

Prenons  le  triangle  ABC  comme  triangle  de  référence, 
soient 

P        A         B         C  ^        a        [i         Y 

U  V  W  U  V  (f 

La  tangente  commune  à  T  et  à  C  est  la  droite 
X  y  z 


C(3-By        AjK-Ca        Ba  — Ap' 
elle  louche  Y  au  point 

(    ^  =  A(By  — C|3)2, 

(1)  ]  j  =  B(Ca-AYp, 

f    z  =  G(A[3—  Ba)2; 

dans  le  cas  général  oîi  la  conique  Y  est  quelconque,  le  pro- 
blème est  indéterminé,  ce  qni  du  reste  était  évident  a  priori; 
si  r  est  une  jDarabole,  on  a 

A         B        C 
abc 

et  les  équations  (i)  montrent  alors  que  le  lieu  du  point  de 
contact  est  une  cubique  admettant  comme  directions  asymp- 
totiques  les  côtés  du  triangle  ABC  et  tangente  à  ces  côtés 
aux  points  de  contact  de  la  conique  C.  Son  équation  en  coor- 
données Irilinéaires  normales  sera  donc  de  la  foime 

{ax  -h  by  -+-  cz) 

X  (a2a:2  +  ^'- y^  -^  f- z'-  ~  2  0L[i  xy  —  'loi^i  xz  —  2^y yz) 

H-  X  xyz  =  o  ; 
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on  déterminera  facilement  le  paramètre  X,  en  écrivant  qu'un 
point  du  lieu  correspondant  à  des  valeurs  de  A,  B,  C  satis- 
faisant à  la  relation 

\        B        G 

abc 

par  exemple  (A  =  a,  B  =  6,  G  =  —  ic)  est  situé  sur  la 
cubique. 


QUESTIONS. 


^280.  Si  l'on  divise  la  suite  naturelle  des  nombres  impairs 
en  groupes  successifs  de  termes  dont  les  nombres  sont  indi- 
qués par  les  carrés  des  termes  de  la  suite  de  Fibonacci,  la 
demi-somme  des  termes  extrêmes  du  /i'^"*^  groupe  est  égale 
au  terme  de  rang  -in  de  la  suite  de  Fibonacci. 

R.   G00RMA(,UT1(;H. 

2281.  Soient  A  et  B  les  points  de  contact  des  tangentes 
issues  d'un  point  P  à  une  conique  X,  les  tangentes  menées 
par  A  et  B  à  une  conique  S'  homofocale  à  ^,  touchent  un 
cercle  dont  le  rayon  reste  constant  si  P  se  déplace  sur  une 
conique  homothétique  et  concentrique  à  S.  En  particulier, 
si  A  et  B  sont  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués 
de  2,  le  carré  du  rayon  de  ce  cercle  est  égal  à  la  différence 
des  carrés  des  demi-axes  de  S  et  S'.  R.  Bouvaist. 

2282.  Soit  r'  la  section  d'une  quadrique  2  i)ar  le  plan 
polaire  d'un  point  P  par  rapport  à  cette  quadrique.  la  déve- 
loppable  circonscrite  à  P  et  à  une  quadrique  2'  homofocale 
à  S  est  circonscrite  à  une  sphère  dont  le  rayon  reste  constant 
si  P  décrit  une  quadrique  homothétique  et  concentrique  à  2. 
En  particulier,  si  F  passe  par  les  extrémités  de  trois  diamètres 
conjugués  de  2,  le  carré  du  rayon  de  cette  sphère  est  égal 
au  double  de  la  différence  des  carrés  des  demi-axes  de  2 
et  2'.  R.  HouvAisT. 
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2283.  2  et  Z'  étant  deux,  ellipsoïdes  homofocaux,  un  plan 
tangent  à  S  coupe  X'  suivant  une  conique  dont  l'aire  est  inver- 
sement proportionnelle  au  cube  de  la  projection  sur  une  per- 
pendiculaire au  plan  sécant  du  demi-diamètre  de  S'  conjugué 
de  ce  plan  sécant.  H.  Bouvaist. 

2284.  S  et  S'  étant  quadriques  homofocales.  les  plans  tan- 
gents à  S  parallèles  aux  plans  tangents  à  un  cône  homofocal 
au  cône  asymptotique  de  II'  coupent  S'  suivant  des  coniques 
d'aire  constante.  R.  Bouvaist. 


2285.  Soient  A',  B',  G'  les  pieds  des  trois  céviennes  AM, 
BM,  CM  du  triangle  ABC,  et  N  le  point  d'intersection  de  AM 
avec  l'axe  d'iiomologie  des  triangles  ABC,  A'B'C.  Démontrer 
que 


AN  _      A' M 


AN 


MA 


T.  Ono. 


2286,   Factoriser  le  déterminant 


la 


hc 


—  c"^      xahc 


b^ 


a' 


63     a 


a- 


labi 


T.  Ono. 


EÏU5ATA. 


Torne  X\  ,  i()i3  : 

Page  407,  équation  (19),  sous  le  radical  au  lieu  de  b  —  x,  lire 
x{b  —  x). 

Même  page,  11'=  ligne,  équation,  au  dénominateur,  au  lieu  de  x, 
lire  b. 

Page  5;}i,    10*  ligne,  au  lieu  de  on  joint   [âa",  lire  on  joint  Ba'. 
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[A3aa] 

DÉMONSTRATION  ALGÉBRIQUE  DU  TIIÉORËIIË 
DE  DALEMBËRT; 

Par  m.  Léon  POMEY  (»), 
Ingénieur  des  Manufactures  de  l'Elat. 


Toute    équation   algébrique   entière    de   degré  n  a 
n  racines. 

Considérons  le  polynôme 

/(>s)  =  A.3«-+- B^«-i-f-. .  .-4- K, 

où  z  est  une  variable  complexe  x  -\-  iy,  A,  B,  .  .  ,  R 
des  nombres  complexes  quelconques  (dont  le  premier 
et  le  dernier,  A  et  R,  sont  supposés  différents  de  zéro). 
Supposons  qu'on  metle  f{z)  sous  la  forme  ordinaire 
des  nombres  complexes,  en  désignant  par  P(x",  y) 
et  Q(^,  y)  les  deux  polynômes  entiers  par  rapport 
aux  variables  réelles  x  et  y,  qui  représentent  la  partie 
réelle  et  la  partie  imaginaire  de  f{z)\  on  aura 

et  le  carré  de  son  module  sera 

I  f{z)  |2  =  F(.r,  y)  =  P^{x,y)  +  q^x,  y). 

LEMMKS    miil.lMINAIRES. 

Lemme  J.   —  Le  polynôme  f{z)  est  une  fonction 
synectique^   en  sorte  que  les  conditions   classiques 

(')   Actuellement  mobilisé  comme  lieutenant  d'artillerie.  Sur  le 
front,  en  France,  depuis  le  début  des  hostilités. 

{Note  de  la  Bédaclion.) 
Ann.  de   Matkémat.,  4'  série,  L.  XVI.  (Miirs  igiO.)  7 
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suivantes  sont  toujours  satisfaites  : 

dP  _d_Q_         ^  _  _  ^ 
^  ^  dx  ~  dy  dy  dx 

et  que  sa  dérivée  est 

dP       .dq  .  c)Q       .dP 

•^    "-    ^        dx  dx  dy  dy 

=  aussi  /lA^^-i-f-  (n  —  i)B z"--'^ -^ . . .. 
Nous  admettons  ce  résultat  sans  démonstration. 

Corollaire  I.  —  Il  résulte  de  Jà  que  : 

Le  polynôme  f'(z)^  ainsi  que  toutes  les  autres 
dérivées  successives  sont  aussi  des  fonctions  synec- 
tiques^  en  sorte  que  les  conditions  suivantes  sont 
également  satisfaites  : 


et 


d-^p 

dx'^ 

d2Q 

dx  dy 

d^P              d2Q 
dx  dy             dx^ 

d^q 

dy  dx 

d'^P 

d^Q          d2  p 

dy^         dy  dx 

En  sorte  qu'on  a 

,„,    ,       d^P        .d-^Q  .    d^Q         .   d2P 


dx-  dx-  dx  dy  dx  dy 

.  d^Q        .  d^  P 

=  ''''''' -dj;ï^'^' 

et  aiosi  de  suite  pour  les  autres  dérivées  successives. 

Corollaire  II.  —  Il   résulte  de   là   Immédiatement 
que  : 

Si    un    nombre    rt=:a-h/j^    annule     toutes     les 
X  —  I     premières     dérivées     [de     façon     qu'on     ait 
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f'(a)=f"(a)=:,..=zf'^~^(^a)  =  o],  toutes   les  dé- 
rivées partielles  de  P(^,  y)  et  Q(x,  y)  sans  excep- 
tion jusqiCà  V  ordre  \  —  i  inclus  s^  annuleront  pour 
le  système  de  valeurs  ^  =  a,  y  r=  p. 

Lemme  IJ.  —  Si  \z\  tend  vers  V infini^  il  en  est  de 
même  de  \f{^z)\. 

On  démontre  en  effet  facilement  que,  L  désignant 

un  nombre  positif  quelconque,  on  peut  déterminer  un 

nombre  positif  R  tel  que  1/(^)|  soit  >  L  dès  que  [^l 
est^R. 

CoROLLATiiE  JIl.  —  DonnotKS  à  z  unc  valeur  quel- 
conque Zq,  et  soit  L  la  valeur  correspondante  de  |/(5)|. 
On  peut  trouver  un  nombre  positif  R  tel  que, 
pour  I^I^R,  on  ait  |/(^)|>[j.  La  circonférence  de 
rayon  R,  concentrique  à  l'origine,  et  la  région  inté- 
rieure du  plan  constituent  un  domaine  borné  et 
complet  ou|y(s)|,  qui  varie  d'une  manière  continue 
avec  2,  admet  un  minimum  m  au  plus  égal  à  L,  qu'il 
atteint  effectivement  pour  une  valeur  déterminée 
a=a  +  tj3  de  s,  dont  l'affîxe  est  intérieure  au 
cercle  C. 

Je  renvoie,  pour  les  détails  de  la  démonstration  du 
lemme  11  et  du  corollaire  III,  au  Cours  d^ Analyse  de 
M.  Jordan. 

Je  peux  donc  écrire 

F  (a,  ^)=r-  m2. 

I^EMME  III  (relatif  aux  minima  d'une  fonction  de 
deux  variables).  —  (Considérons  une  fonction  réelle 
quelconque  F(:r,  y)  de  deux  variables  réelles,  déve- 
loppable  par  la  série  de  Tajlor  au  voisinage  d'un 
point  (a,  p)  tel  que  F(a,  p)  soit  un  minimum  de  F(a,*,y), 
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d'où 

âF  dF 


^[(^^^)f-(--p)S] 


(en  représentant  par  un  crochet  armé  d'un  indice  la 
puissance  symbolique  correspondante  de   la  fonction 
incluse  dans  le  crochet). 
Je  dis  ,que  : 

L^ ensemble  des  termes  du  plus  bas  degré  en  x  —  a 
et-  y  —  [3,  dans  ce  développement^  à  la  suite  de 
F(a,  3),  doit  nécessairement  former  un  ensemble 
homogène  [un  polynôme  homogène)  de  degré  pair 
par  rapport  à  V ensemble  des  deux  variables  x  —  a, 

En  elïet,  supposons  que  \x  —  a|  et  \y — ^\  soient 
infiniment  petits  l'un   et   l'autre,    mais  de  telle  sorte 

que  n   tende  vers  une  limite   finie  l  choisie  arbi- 

traireinent  positive  ou  négative. 

Soit  alors  X  le  degré  le  plus  faible  pour  l'ensemble 
des  deux  variables  x  —  a  ei  y  —  (3  ;  d'où 

F(;r,j.j-F(a,  ^)-0--P)^Px(/) 

P>(/),    Px+i(/)   représentant   des  polynômes   en    /  de 
degrés  )v,  X  -t-  i ,  ...  au  maximum  respectivement. 

Or  je  pourrai  choisir  le  module  àe  y — ji  suffisam- 
ment petit  pour  que  tous  les  termes  à  la  suite  du  pre- 
mier soient  infiniment  petits  par  rapport  à  lui,  de 
façon  que  ce  soit  lui  qui  impose  son  signe  au  deuxième 
membre.  En  effet  : 

i"   Si  F(jc,  y)  est  un  polynôme  entier  par  ra|)port 
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k  œ  et  y,  le  développement  de  Tajlor  se  réduit  à  un 
poljnome  entier,  et  la  possibilité  de  rendre  tous  les 
termes  à  la  suite  du  premier  négligeables  par  rapport 
à  lui  ressort  immédiatement  de  la  démonstration, 
donnée  par  M.  Jordan,  du  lemme  IF. 

2°  Si  F(jr,  y)  n'est  pas  un  |)olvnome  entier,  cela 
résulte  immédiatement  des  propriétés  élémentaires  des 
séries  entières  (de  leur  continuité  et  de  leur  conver- 
gence uniforme).  Ce  cas-là  ne  nous  intéresse  d'ailleurs 
pas  directement  pour  la  démonstration  actuelle. 

Or  cela  étant  posé,  il  est  bien  évident  que,  si  A  est 
IMPAIR,  je  peux  choisir  le  signe  de  y  —  ^  de  façon 
que  le  signe  de  {y  —  P)^P>  (/),  et  par  conséquent  du 
second  membre^  soit  ( — ). 

En  sorte  qu'au  voisinage  du  point  (a,  [^)  il  y 
aurait  des  valeurs  de  F(;r,  y)  inférieures  à  son  mini- 
mum F(a,  (^).  Ce  qui  est  contradictoire.  Donc  il  est 
nécessaire  que  k  soit  pair.  En  particulier  il  est  néces- 
saire qu'on  ail 

Remarque.  —  Ce  lemme  s^applique^  comme  cas 
particulier^  au  polynôme  ¥{x^y)  défini  précédem- 
ment comme  carré  du  module  de  f{z)^  et  au  point 
(a,  [:i)  qui  le  rend  minimum. 

THÉORÈME    DE    u'ALEMBËRT. 

Nous  allons  montrer,  en  supposant  le  théorème  de 
d'Alembert  vrai  jusqu'au  degré  n —  i,  que  le  mini- 
mum m  atteint  (corollaire  III)  par  |/(^)|  est  néces- 
sairement nul. 

Le  théorème  sera  ainsi  démontré  pour  le  degré  //,  et 
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comme  il  est  vrai  pour  le  degré  i ,  il  le  sera  d'une 
manière  générale. 

Or  si  m  n'est  pas  nul,  appelons  p.  la  valeur  que 
prend  f {z)  quand  z  prend  la  valeur  a  =  a4-«j^. 
L'équation  y(^)  —  [j.  =  o  a  donc  une  racine  a.  Par 
suite  en  divisant  cette  équation  par  z  —  a,  on  retombe 
sur  une  équation  de  degré  n  —  i  qui  en  a  n  —  i. 
Donc /(s)  —  jj.  :=  o  a  n  racines  :  «,  a^ ,  ^2,  ...,«„_<• 
Je  dis  que  plusieurs  de  ces  racines  sont  nécessairement 
égales  et  que  celles  qui  sont  distinctes  ont  un  ordre 
de  multiplicité  pair. 

En  effet,  on  a,  par  la  formule  de  Taylor, 


(  f{z)  =f{a,)  +  (z  -  aj)f'{aj)  -t-  ^- ^ 

{j  =  o,  I,  9,,  ...). 


(.^)      /(^)  =/(«y)  +  (^  -  aj)f{aj)  -t-  ^-_^/"(a,)  +. 


Or  puisque   F(ay,  [^y)   est  minimum,  on  doit  avoir 
(lemme  III)  : 

Puisque,    par  hypothèse,   P  (ay,  (^y)  et  Q  (ay,  ^y)  ne 
sont  pas  nuls  tous  deux,  il  faut  qu'on  ait 

ou,  en  vertu  des  formules  (i)  (lemme  I)  : 


d'où 

dP  _      _dQ_  _ 

07. j   ~~        ~  doLi    ~  ' 
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Il  en  i es u lie  (même  lemme)  que  l'on  a 

Donc  la  formule  de  Tajlor  (2)  montre  que  aj 
est  racine  d'ordre  au  moins  égal  à  2.  Soit  A  son 
ordre  de  multiplicité.  Il  est  forcément  pair^  car 
f{aj)^  f'(cLj)^-  ...,  f^~^^\Cij)  étant  nuls,  il  en  est  de 
même  (corollaire  II)  de  toutes  les  dérivées  partielles 
de  P(^,  k)  et  Q (07,  y)  jusqu'à  l'ordre  A  exclusivement. 

Or,  puisque  F(ay,  (By)  est  un  minimum,  il  faut 
(lemme  III  et  remarque  à  la  fin  du  lemme)  que  \  soit 
pair. 

Donc  l'équalion /"(v:)  —  [j.  =  o  n'a  que  des  racines 
d'oRDRE  PAIR,  ce  qul  est  jnanifestement  impossible  si 
le  degré  n  de  f{z)  est  impair.  Donc  dans  ce  cas  le 
théorème  est  ainsi  démontré. 

Si  le  degré  n  est  pair,  la  théorie  de  la  division  des 
polynômes  permet  de  mettre  en  évidence  ces  racines; 
d'où 

Le  second  membre  est  donc   le  carré  d'un  polynôme 
entier /?( 5)  ;  d'où 


p{z)  étant  de  degré     •  On  a  donc 

/(5)  =  [/>(z)  H- .Vil]  [p(^)  -  ^'Z?]. 

Chacun  des  deux  facteurs,  mis  ainsi  en  évidence,  est 
un  polynôme  entier  de  degré  ->  qui  a  par  hypo- 
thèse -  racines,  lesquelles  devraient  aussi  être  racines 

de/(4'. 

On  aboutit  donc  encore  à  une  contradiction.  Donc 
il  est  impossible  de  supposer  m  -^  o .        c.  o.  v.  n. 
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[K'2e] 

SUR  UIVE  QUESTION  DE  MAN\HEIM  ET  SES  APPLICATIOIVS 
A  LA  GÉOMÉ  FUIE  DU  THIANGLE  ; 

Par  mm.   R.  GOORiM AGHTIGH  et  V.  THÉBAULT. 


1.   Mannheim  a  proposé  la  question  suivante  : 

On  donne  un  angle  x'Sy  et  un  cercle  inscrit  G. 

Une  tangente  à  ce  cercle  détermine  un  triangle  ASB. 

Le   cercle  ASB   reste  tangent  à  un  cercle  fixe  G, 

lorsque  la  tangente  AB  varie. 

Desboves  [Questions  de    Géométrie   élémentaire^ 

2^  édition,  p.  244)  indique  l'inversion  comme  mode  de 

Fig.  I. 


s  K 


démonstration.  On  j  arrive  aussi  en  utilisant  la  réci- 
proque du  théorème  sur  l'hexagone  de  Pascal  {fig-  i). 
A  priori^  le  cercle  G,,  s'il  existe,  est  tangent  à  Sx 
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et  à  Sy,  considérons  donc  le  cercle  G,  qui  est  tangent 
à  S:r,  à  Sy  et  au  cercle  ASB  ;  soient  D,  E,  H  les  points 
de  contact.  Par  homotliétie,  si  l'on  trace  HDG,  la  tan- 
gente en  G  est  parallèle  à  SA  et  BG  est  bissectrice  de 
l'angle  SB  A;  de  même,  AL  est  bissectrice  de  l'angle 
SAB;  ces  droites  se  coupent  donc  au  centre  I  du 
cercle  G,  point  donné.  L'hexagone  de  Pascal  ASBGHLA 
donne  alors  D,  E,  I  en  ligne  droite,  de  sorte  (jue  DE 
est  la  perpendiculaire  en  là  SL  Le  cercle  Gi  est  donc 
fixe. 

Cette  démonstration  a  l'avantage  de  ne  pas  supposer 
connue  d'avance  la  position  du  point  G,.  Si  l'on  sup- 
pose connue  la  position  du  cercle  G< ,  la  vérification 
peut  du  reste  se  faire  d'une  manière  élémentaire. 

La  droite   DE  étant   perpendiculaire  à  SI  en  I,   la 

droite  DG|    étant   perpendiculaire  à    S^,   il    suffit  de 

prouver  que 

R_C,D  =  OC,, 

R  étant  le  rayon  du  cercle  O,  ou 


R2— ^R  X  G,D4-G,D    =0C,, 
ou 


R5— OG,  =  2R  X  G,D  — G,D  , 

ou  finalement 

GiS  X  FB  =  FK  X  GiD, 

soit 

GiS  _  FK 
G,D  ~  Fiï' 

ce  qui  est  évident. 

Nous  trouvons  aussi  dans  le  Journal  de  J  uibe/t, 
1900,  page  4,  m^  sujet  analogue  : 

On  donne  un  cercle  O  et  deux  cordes  MA,  MB; 
dans  Van^le  AMB  on  inscrit  un  cercle  tangent  en  G 
et  D  aux  côtés  MA,  MB  et  touchant  également  le 
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cercle  O.  Enveloppe  de  la  droite  CD  lorsque^  les 
points  A,  B  restant  fixes ^  le  point  M  décrit  le 
cercle  O. 

Ainsi  la  proposition  de  Mannlieim  et  celle  du 
Journal  de  Vuibert  nous  conduisent  au  résultat 
suivant  : 


Soient  un  triangle  ABC  et  I  le  centre  du  cercle 
inscrit.  La  perpendiculaire  en  I  à  lA  rencontre  les 
deux  côtés  de  V angle  A  en  des  points  T^  et  la  per- 
pendiculaire à  AB  cji  Ta  rencontre  AI  en  h! .  Le 
cercle  de  centre  h!  et  de  rayon  A'T^  est  tangent  au 
cercle  O  circonscrit  à  ABC. 

C'est  ainsi  rédigée,  que  M.  H.  Brocard  a  bien  voulu 
nous  signaler  la  question  comme  étant  susceptible  de 
donner  des  résultats  intéressant  la  géométrie  du 
triangle. 

2.  Revenons  à  la  question  même  de  Mannlieim.  En 
considérant  deux  positions  infiniment  voisines  de  AB, 
on  voit  que  le  point  de  contact  H  <iw  cercle  O  avec  son 
enveloppe  est  sur  le  cercle  tangent  à  SA  en  A  et 
passant  par  le  contact  M  <^e  AB  avec  le  cercle 
inscrit  i  et  sur  le  cercle  tangent  à  SB  en  B  et  passant 
enU. 

Cette  propriété  est  fondamentale  pour  ce  qui  va 
sui\re. 

3.  Considérons  maintenant  un  triangle  ABC.  Soient 
I,  O  les  centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  de 
rajons  r  et  R  5  T^,  T^;,,  T^  les  intersections  des  perpen- 
diculaires en  I  à  lA,  IB,  IC  respectivement  avec  les 
côtés  du  triangle  ABC;  A',  B',  CMes  centres  des  cer- 


(   Ï07  ) 
des  qui   touchent  le  cercle  O  et  les  côtés  du  triangle 
respectivement  en  T^,  T^,  T^;  A'^,  B",  C"  les  contacts 
de  ces  cercles  avec  le  cercle  O;  D,  E,  F  ceux  du  cercle 
inscrit  l  avec  BC,  GA,  AB;  D«,  E^,  F^,  D^,  E^,  F^,  De,* 

Fie.  2. 


Ec,  Fc  les  points  analogues  pour  les  cercles  exiiiscrils 

!«,  U,  le- 

Le  cercle  w  circonsciit  au  triangle  GDA"  touchant  AC 

en  G, 

angle  DA" G  =  angle  B. 

Donc  A'D  rencontre  le  cercle  O  au  point  A,  symé- 
trique de  A  par  rapport  à  Oa,  et 

Les  points  de  contact  A" ,  B" ,  C"  du  cercle  O  et  des 
cercles  A,  B'^  G'  sont  situés  sur  les  droites  A,  D, 
B,E,  GjF,  A,,  B,,  G,  étant  les  symétriques  des  som- 
mets A,  B,  G  par  rapport  aux  médiatrices  du 
triangle  ABG. 


(  ,o8  ) 

Les  triangles  A,  CD  et  A,A'^G  étant  semblables,  il 
en  est  de  même  de  Ai  A'^G  et  ABD^.  Par  conséquent 

angle  A" AG  :^  angle  BAD«, 

et  AA'^  est  symétrique  de  AD„  par  rapport  à  la  bis- 
sectrice Al. 

De  même  BB"  et  BE^,  GG'  et  GF^  sont  respecti- 
vement symétriques  par  rapport  aux  bissectrices  BI 
et  CL 

Il  s'ensuit  que  les  trois  droites  AA'VBB",  GC^'  sont 

concourantes  en  un  point  W  qui  est  V inverse  trian- 

^      gulaire  du  point  N  de  Nagel  du  triangle  ABG.  Ce 

point  N'  est  situé  sur  la  ligne  des  centres  des  cercles 

inscrit  et  circonscrit. 

On  en  déduit  aussitôt  celte  pro|)riété  : 

Les  triangles  ABG  et  A'^B'^G'^  sont  homologiques. 

Le  centre  IS'  d' homologie  est  V inverse  du  point  de 

^     Nagel  relatif  au  triangle  ABG  et  la  polaire  A  de 

ce  point  par  rapport  au  cercle  O^  perpendiculaire 

sur  10,  est  V axe  d^homologie  de  ces  deux  triangles. 

4.  On  peut  encore  donner  au  moyen  de  l'inversion 
une  démonstration  simple  de  ce  théorème.  Soient  E^, 
F^  les  points  de  contact  du  cercle  1«  exinscril  dans 
l'angle  A  avec  les  côtés  AG  et  AB,  ra  le  rayon  de  ce 
cercle.  Par  le  pied  de  la  bissectrice  de  l'angle  A 
menons  la  seconde  tangente  au  cercle  !«;  elle  coupe 
les  côtés  AG  et  AB  en  P  et  Q  et  touche  le  cercle  !«  en 
un  point  D^.  Transformons  la  figure  par  inversion,  le 
pôle  étant  le  sommet  A,  la  puissance  GA  x  AB  =  bc. 
Le  cercle  ABG  est  le  transformé  de  PQ;  le  cercle  F^  de 
centre  A',  de  rayon  A'T^  a  pour  transformé  le  cercle  I«, 
car  on  a 

AE«  X  AT,  = ^!^—  ^  ^  =  bc. 

A         A        sinA 
sin  — cos  — 

2  1 
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Par  conséquent,  le  cercle  Ta  touche  le  cercle  ABC 
en  un  point  A",  situé  sur  la  droite  AD^  symétrique 
de  la  droite  AD«  par   rapport  à   la  bissectrice  de 
l'angle  A. 

5.  B'C,  par  exemple,  rencontre  BG  en  S,  centre  de 
similitude  externe  des  cercles  B'etC.  Mais  ces  cercles 
louchent  aussi  le  cercle  G  en  B'  et  G";  donc  B'^G"  passe 
aussi  en  S  et  les  trois  droites  BC,  B'G',  B''G"  sont 
concourantes.  Alors  : 

Les  triangles  ABG  et  A'B'G',  A'B'G'  et  M'WC 
forment  deux  groupes  de  triangles  homologiques. 
Les  centres  d' homologie  sont  les  centres  \  et  O  des 
cercles  inscrit  et  circonscrit  à  ABG.  L'axe  d^homo- 
logie  A  commun  à  ces  deux  groupes  de  triangles  est 
le  même  que  précédemment^  c'est-à-dire  une  droite 
perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  10  des  cercles 
inscrit  et  circonscrit. 

6.  On  peut  aisément  démontrer  analjtiquement  ces 
propriétés  en  prenant  le  triangle  ABG  pour  triangle  de 
référence.  Désignons  par  ^,  ^i,  Ç  les  coordonnées  nor- 
males de  A'  et  par  /•  le  rayon  du  cercle  inscrit.  On  a 
d'une  part 

cos-  — 

2 

La  coordonnée  ;  résulte  ensuite  de  la  relation 

(6-+-  r)r 

rt  ^  H —   =  ï.  S. 

COS-  — 

On  déduit  de  là  que   les  cordonnées  normales  rela- 
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tives  de  ce  point  sont 


a  —  ip  sin2— ,     a,     a, 

1 


ou  encore 


i__tang_,      t,     I 


A 

2 


Par  analogie,  celles  de  B'  et  G'  s'écrivent 


p  B 

I,     I-— tang-, 


P  G 

I ^  tang  — 

2R  ^2 


L'équation  qui  donne  les  coordonnées  relatives  du 
point  d'intersection  S  de  BG  et  B'G'  s'écrit 


ou 


o 

y 

z 

1      [ 

p            B 

I 

I 

I 

p            G 

2R           ^2 

^    + 

B 

z 

tang- 

tang- 

=  o, 


L'équation  de  l'axe  d'homologie  A  des  triandes  ABC 
etA'B'Cestdonc 


(I) 


X 


y 


A  B  ^  G 

tang—        tang-        tang  — 


=  o. 


L'axe  d'homologie  A  est  la  polaire  trilinéaire  du 
point  Uang-,  tang-,  tang-). 

On  peut  encore  écrire  l'équation  (i)  sous  la  forme 

^'^)  ^(p  —  a)x  =  o. 


(  I.I  ) 

On  voit  que  l'axe  A  passe  par  le  point  d'intersection 
des  droites  'ï,x  =  o  et  2a^:  =  o.  Ces  équations  repré- 
sentent respectivement  la  droite  qui  joint  les  pieds  des 
bissectrices  extérieures  et  la  droite  de  l'infini,  l'axe  A 
est  donc  parallèle  à  la  première  de  ces  droites.  Au 
moyen  de  l'équation  (2),  on  voit  aisément  que  son 
pôle,  par  rapport  au  cercle  ABC,  est  le  point 


a 


—  r 


\p  —  a       p  —  b       p  —  c  j 
c'est-à-dire  V inverse  du  point  de  Nagel. 

7.  Le  triangle  formé  par  les  inverses  triangulaires  Ao, 
B2,  C2  des  points  A',  B',  ÇJ  est  aussi  homologique  au 
triangle  ABC.  L'équation  qui  donne  les  coordonnées 
du  point  d'intersection  de  la  droite  B2C2  avec  BG  est 

î  y 

I 


p         ^ 

I '--  tanj;  — 


2 


p  G 

-î^tang- 
2K  1 


=  o. 


ou 


2K         R 

—  col [ 

p       '1 


y 


9,  R         C         \ 

col I    I   J   =:=    o. 

P  ^^ 


L'axe  d'homologie  des  triangles  ABC,  Ao  B2  C^  a  donc 
pour  équation 


—  l:rcot Sa7  =  o. 

p  ^' 


il  lésulle  de  là  que  cet  axe   passe  par  I  intersection  C^'t'^^ 
de  la  droite  (1)  avec  celle  qui  joint  les  pieds  des  bissec- 
tric^es  extérieures.  On  a  donc  (;e  tluîorème  : 


JJ axe  d^ honiologie  du  triangle  ABC  et  de  celui 
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formé  par  les  inverses  des  points  A'^  B',  G'  est  aussi 
/perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  des  cercles 
inscrit  et  circonscrit  au  triangle  ABC. 

8.  La  démonstration^  au  mojen  de  l'inversion,  uti- 
lisée au  paragraphe  4,  montre  qu'il  existe  également 
trois  cercles  iV'j,  B'.,,  G'g  dont  les  centres  sont  situés  sur 
les  bissectrices  AI,  BI,  Cl  et  qui  touchent  extérieu- 
rement le  cercle  circonscrit  O  à  ABC.  Soient  A'^,  B'2 
et  G'3  les  points  de  contact. 

Le  cercle  BD^A'^J  est  tangent  à  AB  en  B.  Les  pro- 
priétés de  A'j  sont  analogues  à  celles  du  point  A' 
précédent,  et  AA'J  est  symétrique  de  AD  par  rap- 
port à  la  bissectrice  AL  De  même  BB!^,  GC'!,  sont 
respectivement  symétriques  de  BE  et  GF  par  rapport 
aux  bissectrices  BI  et  GL 

Les  trois  droites  AA'J,  BB!',,  GG3  concourent  donc 
au  point  J'  inverse  triangulaire  du  point  J  de  Ger- 
'^'  gonne  du  triangle  ABG.  Ce  point  est  situé  sur  la 
ligne  des  centres  10  des  cercles  inscrit  et  cir- 
conscrit. 

D'où  cette  propriété  : 

Les  triangles  ABG,  AjB^G'.p  A'jB'^G^  sont  homo- 
logiques  entre  eux.,  les  centres  d^ homologie  étant 
respectivement  I,  J'  inverse  triangulaire  du  point 
de  Ger  gonne  de  ABG,  et  O.  H  axe  d^homologie  est  la 
polaire  de  V  par  exemple  par  rapport  au  cercle  O, 
c^est-à-dire  la  droite  qui  joint  les  pieds  des  bissec- 
trices extérieures.  Cette  droite  est  aussi  perpendicu- 
laire à  la  ligne  des  centres  10  des  cercles  inscrit  et 
circonscrit  à  ABG. 

9.  Gomme  au  paragraphe  6,  on  voit  facilement  que 


(m3) 

les  coordonnées~rioriTiales  relatives  des  points  A'^,  B2 
et  G'3  sont 

a  —  2(/?  —  a)8in2— ,  a,  a, 

.      C 
c,  .  c,  — c  —  2(0  —  c)  sin2 — 

•2 

L'équation  qui  donne  les  coordonnées  du  point 
d'intersection  S'  des  droites  BC  et  B'^C'3,  est 

(3  )    \  bc  —  b{p  —  c)  sin^  —     y  +  \bc  —  c{p  —  b)  sin^  —    =  o. 

Or 

(4)  6(/>-c)sin2-  =  L{p-a){p-b){p  —  c) 

2  Câ/ 

T> 

=  c(p  —  b)  sin2  —  . 
2 

L'équation  (3)  s'écrit  donc 

y-^z  =  o. 

Vaxe  d' liornologie  des  triangles  ABC,  A',  B!,C;,  est 
donc  la  droite  Hx  =  o,  qui  joint  les  pieds  des  bissec- 
trices extérieures. 

On  retrouve  donc  les  résultats  du  précédent  para- 
graphe. 

10.  Cherchons  maintenant,  comme  au  paragraphe?, 
l'axe  d'homologiedu  triangle  ABC  et  du  Iriangle  A3B3C3 
formé  par  les  inverses  triangulaires  des  points  A'^, 
B!j ,  C'3 .  Les  coordonnéc^s  du  point  d'intersection 
de    B3C3   avec    le  côté  BC  sont   données  par   l'équa- 

Ann.  de  MathémciL,  \''  série,  t.  XVI.  (Mars  uji^).)  8 
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tion 


1     — 


y 
I 


2  B 

"  -+-  T  (/^  —  ^)  sin2  — 


'1 


IH (/?  —  c)sin2  — 

c  2 


On  voit  aisément,  en  la  développant  et  eu  tenant 
compte  de  la  relation  (4),  qu'on  peut  encore  l'écrire 

y  -^  z  =  o. 

La  droite  gui  joint  les  pieds  des  bissectrices  exté- 
rieures est  aussi  V axe  d^homologie  du  triangle  fon- 
damental et  du  triangle  formé  par  les  inverses  des 
points  A'j,  B'2,  C3. 

11.  11  existe  d'ailleurs  eutre  les  points  A',,  B'^,  C'3  et 
leurs  inverses  A3,  B.j,  G3  une  relation  géométrique 
simple,  qui  permet  de  déduire  le  théorème  qui  précède 
de  considérations  élémentaires.  Désignons  par  T^^  le 
point  où  la  perpendiculaire  élevée  en  1^,  sur  la  bissec- 
trice de  l'angle  B,  coupe  le  coté  AB.  On  a 

cos^  — 

2 

et,  par  suite, 

cotT/,AB2  =  —  Ip  —  ccos2  -  \ 

==  ±  L  _  p^p  "^n  =  p(p—^) 

rhl  «  J  «  ''6 

Si  Ton  appelle  T^  le  point  où  la  perpendiculaire 
élevée  en  le  sur  la  bissectrice  de  l'angle  G  rencontre  le 
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côté  AC,  on  a  de  même 

p{p  —  b)        pip  —  c) 


cotT,AC'3- 


a  Fc  (^  f^b 


Les  droites  AB^  et  AC3  sont  donc  isogonales  par 
rapport  à  l'angle  A. 

Les  droites  BC'3  et  CB'^,  CA',  et  AC!p  AB'^  et  BA'j  se 
coupent  sur  les  bissectrices  des  angles  A,  B,  C  en  des 
points  qui  sont  les  inverses  de  A'^,  B.,,  C'3. 

12.  D'aulres  propositions  peuvent  aussi  être  obte- 
nues en  utilisant  les  propriétés  des  centres  de  simili- 
tude de  trois  cercles  donnés. 

Ainsi  considérons  les  cercles  O,  1  et  A/.  Leurs  cen- 
tres de  similitude  externes  sont  en  ligne  droite^  ces 
centres  étant  visiblement  un  point  N',  de  01,  \"  et  A. 

Les  contacts  du  cercle  O  et  des  cercles  A',  B',  C 
sont  situés  sur  les  droites  qui  joignent  respecti- 
vement les  sommets  au  centre  de  similitude  externe 
des  cercles  circonscrit  et  inscrit  au  triangle  ABC 

Comme  ces  droites  AA'',  BB",  CC"  se  coupent  déjà 
en  N',  inverse  triangulaire  du  point  N  de  Nagel  de  ABC, 
nous  obtenons  (lette  proposition  remarquable  : 

Dans  un  triangle  ABC,  V inverse  triangulaire  du 
point  de  Nagel  est  le  centre  de  similitude  externe  S 
des  cercles  inscrit  et  circonscrit. 

La  considération  des  cercles  A'j,  B!^,  C^  et  I^,  U,  le 
donne  à  son  toui*  ce  théorème  : 

Dans  un  triangle  ABC,  Pinverse  triangulaire  V 
du  point  de  (lergonne  est  le  centre  de  similitude 
interne  S'  des  cercles  inscrit  et  circonscrit. 
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On  montre  facilement,  en  considérant  le  cercle 
circonscrit  O,  le  cercle  d'Euler  to  et  le  cercle  inscrit  1 
à  un  ti  iangie  ABC  dont  l'orthocentre  est  H  et  le  centre 
de  gravité  G,  que  les  droites  HS  et  GS'  passent  an 
point  cp  de  Feuerbach  du  triangle  ABC.  Cette  propriété 
peut  donc  être  mise  sous  la  forme  suivante  : 

Dans  un  triangle  ABC,  les  droites  qui  joignent 
respectivement  les  inverses  W  et  J'  des  points  de 
Nagel  et  de  Gergonne  à  l' orthocentre  et  au  centre 
de  gravité  passent  au  point  cp  de  Feuerbach  du 
triangle. 

13.  Si  l'on  transforme  par  inversion  le  cercle  inscrit, 
le  centre  d'inversion  étant  le  sommet  A,  la  puissance  6c, 
on  obtient  le  cercle  A'j.  Le  cercle  transformé  du  cercle 
des  neuf  points  passe  par  les  symétriques  de  A  par 
rapport  à  P  et  Q  (§  4)  et  par  le  point  diamétralement 
opposé  à  A  sur  le  cercle  APQ.  Par  conséquent,  le 
cercle  homothéti(jue  du  cercle  A'j  par  rapport  à  A,  pour 
le  rapport  d'homothétie  i  \  2,  est  tangent  au  cercle  qui 
passe  par  P,  Q  et  le  centre  O'  du  cercle  APQ;  le  point  de 
contact  appartient  à  la  droite  qui  joint  le  sommet  A  au 
point  cp  de  Feuerbach  du  triangle  ABC.  Si  l'on  observe 
que  les  cercles  PO'Q  et  BOC  sont  symétriques  par 
rapport  à  M,  on  déduit  aisément  de  ce  qui  précède  le 
théorème  suivant  : 

Les  cercles  honxo  thé  tiques  des  cercles  A'j ,  B!, ,  C3  par 
rapport  à  A,  B,  C,  pour  le  rapport  d^honiothétic 
I  :  2,  sont  respectivement  tangents  aux  cercles  BOC, 
COA,  AOB.  Le  triangle  des  points  de  contact  est  ho- 
mologique  au  triangle  ABC,  le  centre  d^ liomologie 
étant  V inverse  du  point  de  Feuerbach  de  /VBG. 
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14.   Calculons  le  rapport  lA/  :  IA\,  on  a 


rA'=  [A  tang2  A, 
1 


IA;  =  II«+I«A;  =  IA(  --^— tang2^    ■         "^ 


p  —  a  2        p  —  a 

Par  conséquent,  le  rapport  considéré  a  poui  expression 

p  —  a       _       {p  —  a){p  —  b)(p  ~  c)      _        ^r- 

,A       p(p  —  b)( p  —  o^apip — a)       xZ  bc — Sa- 

•2 

Celte  valeur  étant  symétrique  par  rapport  à  a,  b^  <?, 
il  en  résulte  qu'on  trouverait  pour  les  rapports  IBf;  IB' , 
IC7  :  IC-  des  valeurs  identiques. 

Les  triangles  k!^'ÇJ et  A.'j  B' Cl  sont  homothétiques 
par  rapport  au  centre  du  cercle  inscrit. 

15.  Soit  L  le  milieu  de  l'arc  BC  du  cercle  circonscrit, 
(cherchons  la  puissance  de  ce  point  par  rapport  au 
cercle  C.  Si  Ton  désigne  par  R  le  point  où  la  perpendi- 
culaire élevée  en  1  sur  IC  rencontre  le  côté  BC,  et  si 

l'on  observe  que  l'angle  CIL  vaut  (90°+  — h  on  a 
pour  l'expression  de  cette  puissance 

■2        B       T— r2 


LC   —  C'R    ~  IC   4- IL  -i-2lC'.ILsin-  -  C'R 

•1 

—2  B       — > 

=  IL   -h2lC'.ILsii) IK 

2 

772            /       /.^    .    A   .     B    .    G         \        —2 
=  IL    H TT    4  R  sin  —  sin  —  sin  -  —  r]  =  IL   . 

„  G  \  222         / 

C0S2  — 


On  trouverait  pour  la  puissance  de  L  par  rapport  au 
cercle  B'  une  valeur  identique,  de  là  ce  théorème  : 

Les  groupes  des  cercles  A^-^  &,  B'  et  C,  C  et  S.\^  ^B 


(,.8) 

sont  respectivement  orthogonaux  aux  cercles  BIC, 
CIA,  AlB. 

16.   Le  point  L  appartient  à  l'axe  radical  des  cercles 
B'  et  G';  ses  coordonnées  s'écrivent 

a 


D'autre  part,  on  trouve  aisément  que  les  coordonnées 
du  point  de  contact  du  cercle  B'  avec  BG  sont 

o,     asinC -, —  >      ir; 

b 

celles  du  point  de  contact  du  cercle  C!  avec  BC  sont  de 
même 

o,     '2r,     a  sin  D • 

c 

On  en  déduit,  pour  les  coordonnées  du  milieu  de  la 
distance  de  ces  deux  points, 

o,      ^-ip  +  b  —  c),     -{p  —  b-^c). 

L^axe  radical  des  cercles  B'  et  G'  a  donc  pour  équation 

(/?  —  a){b'^ —  c''-)x  —  ab{p  —  b  -^c)y  -^  ac(p  -{-  b  —  c)z  =  o. 

Les  équations  des  axes  radicaux  des  cercles  G'  et  A', 
A'  et  B'  s'écrivent  de  même 

ab{p~  a-^c)x  -h{p  —  b)  (c^—  a'^)y  —  bc(p^  a  —c)z  =  o, 
ac(p  —  a  -\-  b) X  —  bc{ p  -^  a  —  b) y  —  {p  —  c)  (a-—  b-)z  =  o, 

Par  conséquent,  le  centre  radical  S  des  cercles  A', 
B',  G'  a  pour  coordonnées 

r>.a{p  —  b){p  —  c)  -{-  abc, 
ib{p  —  c){p  —  a)  -h  abc^     i-c{p  —  a)  (p  —  b)  -+-  abc, 
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OU 

2  — cosA,     2  —  cosB,     2  —  cosG, 
Ce  point  S  appartient  donc  à  la  droite  01. 

Le  centre  î^adical  des  cercles  A',  B',  G'  appartient 
à  la  ligne  des  centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit 
au  triangle  ABC. 

17.  On  démontre  comme  au  paragraphe  lo  que  la 
puissance  du  point  L',  diamétralement  opposé  à  L 
sur  le  cercle  ABC,   par  rapport  aux  cercles   B.,  et  C'., , 

est  \b^J  . 

Les  groupes  de  cercles  B,,  et  C3,  C.,  et  A'j,  A'^  et  B!, 
sont  respectiven^ent  orthogonaux  aux  cercles  l^BClf., 
1,CAL,  I^ABI,. 

Comme  les  triangles  A'B'C  et  A^B2C!j  sont  liomo- 
tliétiques,  l'axe  radical  des  cercles  B'  et  C  est  parallèle 
à  celui  des  cercles  B',  et  C3  ;  de  plus  ces  axes  radicaux 
sont  symétriques  par  rapport  à  O,  puisque  le  premier 
passe  par  L,  le  second  par  \J . 

Les  axes  radicaux  des  cercles  A',  B',  G  pris  deux  à 
deux  et  ceux  des  cercles  A'^,  B!,,  C'3  pris  deux  à  deux  ^ 
sont  symétricjues  les  uns  des  autres  par  rapport  au 
centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC. 

On  en  déduit  que  le  centre  radical  des  cercles  Aj, 
B!, ,  C.',  est  le  symétrique  de  S  par  rapport  à  O. 

Le  centre  radical  des  cercles  A/, ,  B!,,  C'3  appartient 
à  la  ligne  des  centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit^ 
et  est  le  symétrique  du  centre  radical  des  cercles  A\ 
B',  C  par  rapport  au  centre  du  cercle  circonscrit. 

Enfin  les  axes  radicaux  des  cercles  B'  et  C,  Cet  A', 
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A.'  et  B'  passent  respectivement  par  les  sommets  du 
triangle  formé  par  les  tangentes  au   cercle  circonscrit 

à  ABC  en  \%  B%  C". 

Le  triangle  A'B'C  est  orthologique  au  triangle 

^      tangentiel  au  triangle  A'^B^C";  le  triangle  A'^B'^C^, 

est  orthologique  au  triangle  tangentiel  du  triangle 

a;b;c;. 

18.  Nous  terminerons  cette  étude  par  quelques  pro- 
priétés plus  spéciales  de  la  figure,  qui  pourra  peut-être 
encore  donner  d'autres  curiosités. 

i"  Les  rayons  des  cercles  A',  B',  G'  sont  respecti- 
vement 

r  r  r 

?a=    T'  9b=  ÎT'  9c 


A  vo—            ^  '  r'                 Q 

■    C0S2  —  C0S2  _  C0S2  — 

2  2  2 

Les  cercles  co^,  wô,  w^.  {fig.  i)  ont  à  leur  tour  pour 
rayons  respectifs 

p  —  a  I  _  P  —  ^  <  ^  P  —  ^ 
En  remarquant  que 

1  r  2  A"  2  /' 

ATa=    r   .  ?  BT(!,=  -. — -i          GTc=  -^—7;' 

siaA  sinB  sui  C 


on  a  par  exemple 


p  —  a 


AT. 


C0S2  — 
2 

Donc  les  deux  cercles  A'  et  to^  sont  tangents  exté- 
rieurement; il  en  est  de  même  des  cercles  B'  et  to/,,  G' 
et  u)c,  ainsi  que  des  cercles  A^,  B^,  G',  et  to^,  w'^,  o)^.. 
D'où  cette  propriété  : 
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Les  cercles  A.',  B',  C  sont  respectivement  tangents 
aux  groupes  de  deux  cercles  iùa,  ^b-,  ^c\  les  cercles 
Aj,  B'^,  C3  sont  respectivement  tangents  aux  groupes 
de  deux  cercles  oj'^,  w'^,  co^. 

2°  J^es  cercles  \!  et  C  par  exemple  touchent  le  côté 
CA  en  T^  et  Tf..tels  que 

ATa        '2  /•  sin  A        a 
GTf        iz-sinG        c 

Les  contacts  de  ces  cercles  avec  les  côtés  AB  et  BC 
sont  donc  lels  que  la  droite  T^  Te  est  parallèle  au 
côté  CA  du  triangle.  De  plus  cette  droite  est  tangenle 
au  cercle  inscrit  I  à  ABC,  car  par  exemple 

BTe  _  a{p  —  b)        p  —  b        h  —  2 r 
BG  ap  p  h 

D'où  cette  cui"ieuse  propriété  : 

Les  six  points  T^,  T^,  T^.  de  contact  des  cercles  A', 
B',  C,  respectivement  avec  les  côtés  BG,  CA,  AB  du    ]/ 
triangle    ABC,    sont    les   sommets    d\in    hexagone 
circonscrit  au  cercle  ir  et  dont  les  cotés  sont  paral- 
lèles et  égaux  deux  à  deux. 


[LHla] 

SllR  LA  DÉTERyiIiXATIO^  DES  AXES  DE  L'I\DICATRICE  ET 
DES  KAYO\S  DE  COIKRIRE  E\  l]\  POIXT  DT^E  SURFACE 
DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.   K.  BOUVAIST. 


Je  me  propose  de  donner  une  solution  du  problème 
suivant  : 

h  tant   donnés    une    surface  de    second  ordre   S 
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admettant  pouj-  directions  principales  Ox^  Oi',  O3; 
un  plan  iz  tangent  à  cette  surface  au  point  M,  déter- 
miner les  axes  de  V indicatrice  et  les  rayons  de  cour- 
bure en  M. 

Soit  MN  la  normale  à  2  en  M;  le  cône  du  second 
ordre  aj'ant  pour  sommet  M,  et  pour  directrice  la 
cubique  aux  pieds  des  normales  menées  à  S  par  un 
point  quelconque  P  de  MN,  a  pour  polaire  réciproque, 
par  rapport  à  S,  une  parabole  (S)  inscrite  dans  le 
triangle  ABC,  A,  B,  G  étant  les  traces  sur  7:  des 
axes  O^r,  Oj',  Os  de  S.  Le  cône  considéré  étant  capable 
d'une  infinité  de  trièdres  trirectangles  est  coupé  par  le 
plan  71,  suivant  deux  génératrices  rectangulaires  MR 
et  MS,  la  cubique  aux  pieds  des  normales  étant  d'autre 
part  le  lieu  des  points  a  tels  que  la  droite  Pa  est  per- 
pendiculaire au  plan  polaire  de  a  par  rapport  à  S  5  les 
deux  droites  MK  et  MS  sont  conjuguées  par  rapport 
à  S,  c'est-à-dire  sont  les  bissectrices  des  génératrices 
d'intersection  de  tt  et  de  S,  ou  enfin  les  axes  de  l'indi- 
catrice en  M.  Ces  axes  sont  donc  les  tangentes  menées 
par  M  à  la  parabole  (S)  inscrite  dans  le  triangle  ABC 
et  ayant  pour  directrice  M0(,  O,  étant  la  projection 
du  centre  O  de  S  sur  u,  projection  (jui  est  l'ortliocentre 
de  ABC. 

La  parabole  (S)  est  tangente  à  la  droite  A  conjuguée 
de  MN  par  rapport  à  S.  Déterminons  cette  droite,  ce 
sera  par  exemple  l'intersection  de  tû  avec  le  plan  polaire 
de  la  trace  ]N,  de  la  normale  MN  sur  le  plan  prin- 
cipal OAB  par  rapport  à  2. 

Si  M,  est  la  projection  de  M  sur  OAB,  M,  et  AB  sont 
pôle  et  polaire  par  rapport  à  la  conique  (E)  section 
de  S  par  OAB;  la  droite  M^  N,  est,  de  plus,  perpendicu- 
laire à  AB.  L'intersection  I  de  A  et  de  AB  sera  donc  le 
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pôle  de  MiN,  par  rapport  à  (E),  ou  encore  le  point  de 
contact  de  AB  avec  la  parabole  de  Chasles  [p)  de  M, 
par  rapport  à(E).  Cette  parabole  [p)  ayant  pour  direc- 
trice OM,  et  étant  tangente  à  OA  el  OB,  si  I<  est  le 
point  d'interseciion  de  AB  avec  la  perpeudiculaire  01, 
à  DM,,  les  points  I  et  I|  seront  symétriques  par  rapport 
au  milieu  u.  de  AB. 

Projetons  ortliogonalement  la  figure  suile  plan  tu;  on 
voit  que  le  point  1,  sera  le  correspondant  du  point  y 
d'intersection  de  CM  avec  AB  dans  une  involution  dont 
le  point  central  sera  le  pied  H,  de  la  hauteur  C0<  H  du 
triangle  ABC  et  dont  deux  couples  de  points  corres- 
pondants sont  les  points  A  et  B  ;  ce  sera  donc  l'inter- 
section de  AB  avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  C 
sur  Oi  V. 

Si  maintenant  nous  prenons  pour  axes  les  droites  MB 

et  MS  et  la  normale  MN,  l'équation  tangentielle  de  S 

sera 

aa-  -h  a V-  -H  ic  us  -h  •^ c' vs  -t-  •). c"  ws  h-  52  _  q ; 

la  droite  A  conjuguée  de  MN  par  rapport  à  2  aura  pour 

•  C  OC  c    'V 

équation ! 4  —  1  =  0,    les    rayons   de  courbure 

à  2  en  M  ont,  d'autre  part,  pour  valeurs  B,  = 7,» 

R2  = 7,;  si   l'on   remarque   maintenant  que  c,  c',  c" 

sont  les  coordonnées  du  centre  O  de  2  par  rapport  aux 
axes  MRSiN,  on  est  amené  à  la  solution  suivante  du 
problème  considéré  : 

Soient  Tz  le  plan  tan^^enl  en  un  point  M  d'une 
qaadrique  S  de  centre  O;  MN  la  normale  à  cette 
surface  ;  A,  B,  C  les  traces  sur  71  des  axes  de  S  :  les 
tangentes  menées  par  M  à  la  parabole  inscrite  dans 
le    triangle  ABC  et  admettant  pour  directrice    la 
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droite  MO,,  0|  étant  la  projection  de  O  sur  tz^  sont 
les  axes  de  l'indicatrice  en  M. 

Les  droites  AM,  BM,  CM  coupent  BG,  CA,  AB 
en  a,  [3,  y;  les  perpendiculaires  abaissées  de  A,  B^  C 
sur  0,a,  0,p,  0<Y  coupent  BC,  CA,  AB  ca?  trois 
points  I|,  I2,  I51  qui  sont  sur  une  droite  A,;  la 
droite  A,  isotomique  de  A,  />«/•  rapport  à  ABC, 
coupe  les  axes  de  Vindicatrice  en  R  et  S.  Si  O2  e^  O3 
50/^7  les  projections  de  O  5m/'  les  plans  RMN,  RSN, 
les  perpendiculaires  abaissées  de  R  e/  S  sur  les 
droites  MO2,  MO3  coupent  MN  en  deux  points  Cj 
et  C2  qui  sont  les  symétriques  des  centres  de  cour- 
bure en  M  par  rapport  au  plan  tz. 

Remarque.  —  Signalons  la  curieuse  propriété  sui- 
vante dont  la  démonstration  se  trouve  dans  la  solution 
précédente,  mais  qu'il  est  facile  de  démontrer  directe- 
ment en  se  basant  sur  les  propriétés  les  plus  simples  de 
la  correspondance  homographique  : 

Soient  H  V orthocentre  d'un  triangle  ABC,  M  un 
point  du  plan  de  ce  triangle;  AM,  BM,  CM  coupent 
BC,  CA,  AB  en  a,  [3,  y;  les  perpendiculaires  abais- 
sées de  A,  B,  C  sur  Ha,  H  ^,  Hy  rencontrent  BC, 
CA,  AB  en  1,,  L, ,  I3.  Ces  trois  points  sont  sur  une 
droite  A  perpendiculaire  à  MH.  Si  M  décrit  une 
droite  H:r,  r  isotomique  de  A  par  rapport  à  ABC 
enveloppe  la  parabole  inscrite  dans  ABC  qui  admet 
pour  directrice  H 5?. 

Si  l'on  remarque  que  la  droite  A  n'est  autre  que  la 
polaire  du  point  M  par  rapport  au  cercle  conjugué  au 
triangle  ABC,  on  voit  facilement  que  la  propriété  pré- 
cédente s'étend  sans  difficulté  au  tétraèdre  ortliocen- 
trique. 
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Remarque.  —  i"^  Si  N,  est  la  trace  sur  le  plan  prin- 
cipal (3AB  de  1'  de  la  normale  MN,  on  voit  facilement 
que  la  parabole  (S)  du  plan  tt  envisagée  plus  haut  est 
la  section  par  le  plan  t:  du  cylindre  parabolique  de 
généiatrices  perpendiculaires  à  O A.B  ayant  pour  direc- 
trice la  parabole  de  Ghasles  de  N<  par  rapport  à  la  sec- 
tion principale  de  S  située  dans  le  plan  OAB. 

D'où  la  propriété  suivante  : 

Si  N2  est  la  trace  sur  un  plan  principal  de  la 
f/uadrique  S  de  la  normale  en  un  point  M  de  cette 
surface^  si  M,  est  la  projection  de  M  sur  le  plan 
principal  considéré  (P)  de  M^  les  tangentes  menées 
par  M,  à  la  parabole  de  Chasles  de  N,  par  rapport 
à  la  section  principale  de  2  située  dans  (P)  sont  les 
projections  sur  (P)  des  axes  de  l'indicatrice  en  M. 

2°  R  et  S  désignent,  comme  plus  haut,  les  points 
d'intersection  de  la  droite  A  conjuguée  de  la  nor- 
male MN  par  rapport  à  S;  on  voit  que  le  pôle  du 
plan  SMN  par  rapport  à  ^  est  le  point  R;  comme  RM 
est  perpendiculaire  à  SMN,  R  appartient  à  la  cubique 
aux  pieds  des  normales  de  M  par  rapport  à  2^;  la  polaire 
réciproque  par  rapport  à  S  du  cône  de  sommet  R  ayant 
pour  base  cette  cubique  sera  la  parabole  {p)  du 
plan  SMN,  tangente  à  MN  et  à  MS  en  S  et  inscrite  au 
triangle  ayant  pour  sommet  les  tiaces  sur  SMN  des 
directions  principales  de  ^.  Or  la  construction  du 
centre  de  courbure  de  ^  correspondant  à  l'axe  M  S  de 
l'indicatrice  montre  cpie  ce  point  est  le  contact  avec  MN 
de  la  parabole  de  directrice  MO3,  O3  étant  la  projection 
du  centre  O  de  S  sur  SMN,  tangente  à  MS  en  S  ;  nous 
pouvons  donc  énoncer  la  propriété  suivante,  dont  on 
trouvera  une  aulrc  démonslraliou  dans  les  Œuvres  de 
La  guerre  : 
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Soient  OA  et  OB  deux  des  axes  d'une  qua- 
drique  S,  M  un  point  de  cette  quadrique^  la  para- 
bole tangente  à  OA  et  OB,  et  aux  projections 
sur  OAB  de  la  normale  en  M  à  2,  <?^  d' un  des  axes 
de  l'indicatrice  en  M,  touche  la  projection  de  la 
normale  en  un  point  qui  est  la  projection  du  centre 
de  courbure  principal  de  S  en  M  qui  correspond  à 
Vaxe  de  V indicatrice  considéré. 

3"  De  ce  qui  précède  on  peut  aussi  conclure  que  : 

Si  Von  considère  un  plan  SMN  passant  par  la 
normale  à  une  quadrique  2  en  M  et  par  V un  des 
axes  MS  de  V indicatrice  en  M,  la  parabole  située 
dans  ce  plan  inscrite  au  triangle  ayant  pour  som- 
mets les  traces  des  axes  de  S  sur  ce  plan  et  admet- 
tant pour  directrice  la  droite  MO3,  O3  élant  la 
projection  du  centre  O  de  S  sur  SMN,  touche  la 
normale  MN  au  centre  de  courbure  principal  cor- 
respondant à  Vaxe  MS  de  V indicatrice,  et  Vaxe  MN 
au  pôle  par  rapport  à  ^  du  plan  RMN,  passant  par 
la  normale  IVIN  et  le  second  axe  RM  de  V indica- 
trice. 

Ce  qui  nous  conduit  immédiatement  au  théorème 
suivant,  dû  à  Salmon  {Géométrie  analytique  à  trois 
dimensions^  p.  197)  : 

Les  centres  de  courbure  principaux  d\ine  qua- 
drique S  en  un  point  M  sont  les  pôles  du  plan 
tangent  à  S  en  M,  par  rapport  aux  quadriques 
homofocales  à  11  passant  par  M. 
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SIJK  iliVE  PROPRIÉTÉ  GÉNÉRALE 
DES  CIBIOIIES  CIRCULAIRES  LMCllRSALES  ; 

Par  m.  F.  GOMES  TEIXEIRÂ. 


On  connaît  bien  celle   propriélé  de  la  strophoïde  : 

Une  droite  quelconque  passant  par  le  centre  du 
cercle  dont  elle  est  la  cissoïdale  coupe  la  courbe  en 
deux  points  placés  sur  une  circonférence  qui  passe 
par  le  nœud  et  a  son  centre  au  point  d^ intersection 
de  la  même  droite  avec  la  parallèle  à  l'asymptote 
m,enée  par  le  nœud  (  *  ). 

Je  ne  sais  pas  si  l'on  a  déjà  remarqué  que  celle  pro- 
position esl  un  corollaire  d'une  aulre,  applicable  à 
toutes  les  cubiques  circulaires  unicursales,  comme 
on  va  le  voir. 

L'équation  des  cubiques  circulaires  unicursales, 
quand  on  prend  pour  origine  le  point  double  et  pour 
axe  des  ordonnées  une  parallèle  à  l'asymptote,  est 

(i)  x{x''--^y'^)  =  kx'^-^hxy-^Cy^^ 

et  l'équation  de  la  cissoïdale  du  cercle  et  de  la  droite 
représentés  par  les  équalions 

(2)  x^-hy^  —  2(ax -\- ^y)  =  o,         x  =  c, 

est 

c 

p  =  2(a  cosB -I- 3  sinO)  —   -, 

*  cos  8 

(')   Voir,  par  exemple,  mon  Traité  des  courbes  spéciales,  t.  I,  p.  38. 
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OU 

(3)  ip(r2  +  j2)  =  •2(a.37+  ^j^)x  —  c(x^-hy'^), 

et  cette  équation  est  identique  à  l'équation  (i)  quand 
on  détermine  a,  j^,  c  an  moyen  des  équations 

A  =  2a  —  c,         B  =  1^,         G= — c. 

Remarquons  maintenant   que   le    cercle    défini   par 
l'équation 

(4)  ^2_^_j>/2_aXjK  =  0, 

lequel  passe  par  le  point  double  de  la  cubique  (.^)  et  a 
son  centre  sur  la  parallèle  à  l'asymptote  menée  par  ce 
points  coupe  cette  cubique  en  deux  points  placés  sur 
la  droite  correspondant  à  l'équation 

(5)  2  (A — [i)  a:  +  2  aj/ =  2X(2a  —  c), 

et  que  cette  droite  f)asse  par  un  point  dont  les  coor- 
données (a,  b)  sont  données  par  les  équations 

,        ^(2a-c) 
a 

La  position  de  ce  point  ne  dépend  pas  de  X  et,  comme 
ses  coordonnées  vérifient  l'équation  (3)  et  l'équation 


a 


il  coïncide  avec  le  point  d'intersection  de  la  cubique 
définie  par  l'équalion  (3)  avec  la  droite  qui  passe  par 
le  point  double  et  par  le  centre  (a,  [i)  du  cercle  défini 
par  la  première  des  équations  (2),  dont  la  cubique  est 
la  cissoïdale. 

En  faisant  :r  =  o  dans  l'équation  (5),  on  voit  encore 
que  la  droite  qu'elle  représente  coupe  l'axe  des  ordon- 
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nées  en  un  point  dont  l'ordonnéey,   vérifie  Téqualion 


jKi        •y.'i.  —  c 


et  que  par  conséquent  le  rapport  dey,  au  rayon  À  du 
ceicle  (4)  f^st  constant,  quelle  que  soit  la  position  du 
centre  sur  Taxe  des  ordonnées. 

De  tout  ce  qui  précède  résulte  le  théorème  suivant  : 

Une  droite  quelconque  D,  passant  par  le  point 
d'intersection  de  la  cubique  (3)  avec  la  droite  qui 
passe  par  son  point  double  et  par  le  centre  du  ceicle 
dont  elle  est  la  cissoïdale^  coupe  cette  cubique  en 
deux  points  placés  sur  une  circonférence  (4)  qui 
passe  par  le  point  double  et  a  son  centre  sur  le 
parallèle  à  V asymptote  de  la  cubique^  menée  par 
ce  point  double.   Le   rapport   de  y^    au  rayon   du 

ceicle  est  constant  et  égala  ~ >  quelle cjue soit  la 

direction  de  la  droite  D. 

Si  la  cubique  donnée  est  la  strophoïde^  la  droile 
représentée  par  la  seconde  des  équations  (2)  passe 
par  le  centre  du  cercle  correspondant  à  la  première,  et 
Ton  a  par  conséquent  c  =  a,  et  ensuite 

a  =  3f,         b  =  [i,        jKi=  >- 

La  proposition  énoncée  au  commencement  de  cet 
article  résulte,  comme  corollaire,  du  tiiéorème  qu'on 
vient  d'énoncer  et  de  ces  égalités. 


Ann.  de  McUlienial.,  4"  série,  l.  XVI.  (Mars  1916.) 
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NECROLOGIE. 


Nous  insérons  avec  empressement  les  deux  notices 
qui  suivent  et  que  nous  adresse  notre  dévoué  collabo- 
rateui-,  le  commandant  Barisien. 

Bien  qu'ils  n'aient  pas  participé,  croyons-nous,  à  la 
rédaction  des  Nouvelles  Annales^  Malo  et  Welscli 
étaient  des  mathématiciens  doués  d'une  grande  sagacité 
et  qui  ont  apporté  une  contribution  notable  au  mouve- 
ment mathématique  contemporain. 

La  Rédaction  s'associe  donc  de  tout  cœur  aux  regrets 
exprimés  par  l'auteur  de  ces  deux  notices.  Elle  envoie 
ses  condoléances  respectueuses  et  sincères  à  M""^  Malo 
et  à  ses  quatre  filles,  d'une  part;  et  de  l'autre  à 
M'"*'  Welsch  et  à  sa  fille. 


Le  commandant  Ernest  Malo. 

Nous  apprenons  avec  regret  le  décès  d'Ernest  Malo, 
chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  survenu  à  Caen, 
le  i8  novembre  191 5,  à  l'âge  de  69  ans.  Le  défunt, 
entré  à  l'École  Polytechnique  en  1875,  était  chef  du 
génie  à  Caen  lorsque  l'état  de  sa  santé  l'obligea  en 
1911a  prendre  sa  retraite.  En  1914?  ^  la  déclaration  de 
guerre,  il  voulut  reprendre  du  service.  11  fut  d'abord 
envoyé  à  Rouen  et  de  là  à  Caen,  où  il  reprit  ses 
anciennes  fonctions  de  chef  du  génie.  Mais  la  maladie 
l'obligea  de  nouveau  à  résigner  ses  fonctions  en  juin 
1915. 


(  "3.  ) 
Le  commandant  Malo  était  officier  de  la  Légion 
d'honneur.  Passionné  pour  l'étude  des  Mathématiques, 
il  était  un  des  phis  distingués  et  assidus  collahorateurs 
de  V Intermédiaire  des  Mathématiciens.  Le  jour 
même  de  sa  mort,  il  préparait  un  article  pour  cette 
Revue. 

Le  colonel  Julien  Welsch. 

Nous  apprenons  avec  peine  le  décès  de  M.  Julien 
Welsch,  survenu  le  12  janvier  1916  au  château  de 
Montussan4,  près  Aigueperse  (Puy-de-Dôme).  Le 
défunt  était  lieutenant-colonel  d'artillerie  en  retraite, 
de  la  promotion  1868  de  l'Ecole  Polytechnique,  officier 
de  la  Légion  d'honneur.  Malgré  ses  ÇiQ  ans,  il  reprit 
du  service  dès  le  début  de  la  guerre,  et  le  2  août  1914 
il  rejoignait  à  Epinal  le  8^  régiment  d'artillerie  à  pied. 
Au  bout  de  quelques  mois  de  séjour  au  front,  sa  santé 
s'altéra;  il  fut  obligé  de  quitter  le  service,  et  c'est  celte 
maladie  qui  l'a  emporté. 

Les  lecteurs  de  V Intermédiaire  des  Mathématiciens 

n'oublieront    pas    le    savant   et    assidu    collaborateur 

qu'était  le  colonel  Welsch. 

E.-N.  Barisien. 


CORUESIM)\«A^CE. 


M.  F.  Gomes  Teixeira.  —  Sur  un  article  récent 
des  «  No  u^'e  lies  Annales  ».  —  Permettez-moi  quelques 
observiitlons  sur  rarliclc  publié  (191  5,  p.  . )  1  1). 

Les    relations  entre   la  développante  du  cercle^   la 
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spirale  d^Archimède^  la  spirale  hyperbolique  et  la 
spirale  traclrice^  données  dans  cet  article,  ne  sont 
pas  nouvelles.  Elles  se  trouvent  dans  mon  Traité  des 
courbes  spéciales^  avec  l'indication  des  auteurs  qui  les 
ont  données  (t.  II,  p.  igS-ipS). 

La  première  proposition  est  un  cas  particulier  d'un 
théorème  donné  par  Gliasles  dans  la  Correspondance 
mathématique  de  Quetelet  (t.  I,  1882,  p.  40? 
savoir  : 

Si  par  le  pointai  d^  une  développante  d\in  cercle 
on  tire  la  tangente  et  par  le  centre  du  cercle  une 
droite  OA,  A  désignant  le  point  où  elle  coupe  la 
tangente^  le  lieu  décrit  par  A,  quand  M  et  OA 
varient  de  manière  que  l' angle  O^M  reste  constant, 
est  une  spirale  dArchimède. 

Le  théorème  énoncé  dans  l'article  mentionné  ci- 
dessus  correspond  au  cas  où  l'angle  OAM  est  droit. 

Le  théorème  suivant  lequel  la  podaire  dune  déve- 
loppante de  cercle^  par  rapport  au  centre  du  cercle 
directeur ^  est  une  spirale  d^ Archimède^  a  été  donné 
par  Mannheim  dans  les  Nouvelles  Annales  (1880, 
p.  186). 

La  propriété  de  la  caustique  de  la  développante  du 
cercle,  qui  en  résulte,  a  été  énoncée  par  Chasies  dans 
la  Correspondance  mathématique  mentionnée  plus 
haut. 

Le  théorème  qui  dit  que  la  podaire  réciproque 
d\me  développante  de  cercle^  par  rapport  au  cercle 
directeur^  est  une  spirale  hyperbolique^  a  été  énoncé 
par  M.  Neuberg  dans  la  Nouvelle  Correspondance 
(t.  VI,  1880,  p.  408). 

Enfin,  le  théorème  qui  dit  que  la  courbe  inverse  de 
la  développante  d^ un  cercle^  par  rapport  au  cercle 
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directeur ^  est  une  spirale  tractrice^  a  été  donné  par 
Cotes  dans  V  Harmonia  mensurarum  (1722,   p.  84). 

M.  G.  Humbert.  —  Sur  une  Sole  de  M .  Fontené. 
—  Voici  qiielcpies  remarques  que  me  suggère  la  Note 
de  M.  Fontené  {^N.  A.,  1913,  p.  5i5). 

Etant  donnés  dans  l'espace  six  points  A^,  on  consi- 
dère les  couples  de  points  M,  M',  tels  que  les  quadrirpies 
passant  par  l'un  d'eux  et  par  les  A/  passent  aussi  par 
l'autre  :  //  s'agit  de  trouver  le  lieu  des  points  M  con- 
fondus avec  leur  conjugué^  W . 

Or:  !*•  en  répétant  un  raisonnement  de  M.  Fontené, 
on  volt  que  la  cubique  gauche  F/,  qui  passe  par  M  et 
par  les  cinrj  points  A  autres  que  le  point  A/,  admet 
pour  corde  la  droite  A/M'.  11  en  résulte  qne,  si  M'  est 
confondu  avec  M,  la  droite  A/M  est  corde  de  F/;  par 
suite,  les  six  droites  MA/  {j  '=  1,  .  .  .,  6)  sont  sur  un 
même  cône  du  second  ordre. 

2"  Inversement^  si  M  est  le  sommet  d'un  cône  du 
second  ordre  passant  par  les  six  points  Ay,  il  est  évident 
que  M'  coïncide  avec  M. 

Donc,  la  surface  cherchée  est  le  lieu  des  som- 
mets des  cônes  quadriques  qui  passent  par  les  six 
points  Ay. 

C'est  une  surface  bien  connue,  dite  de  Weddie 
(voir  Weddle,  Camb.  and  Dubl.  math.  Journ.^ 
i85o;  pour  la  transformation  indiquée  par  M.  Fontené, 
voir  DE  Paolis,  Memorie  Lincei,  4^  série,  t,  I,  p.  5^6; 
Rendiconti  Lincei,  4*^  série,  t.  VI,  p.  3);  elle  est  étu- 
diée assez  complètement,  avec  références  bibliogra- 
phiques nombreuses,  dans  l'Ouvrage  de  M.  Hudson  : 
A  ummers  quartic  Surface.  Presses  de  l'Université  de 
Cambridge,  lyoJ. 


sIjPL  &.^^Xt> 


•/ 
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II^E  OllRSTION  DE  LICEMIE  ; 

Par  un  ABONNÉ. 


Les  axes  étant  rectangulaires^  on  donne  la  para- 
bole représentée  par  V équation 

y^  —  ipcc  =  o. 

JSn  lin  point  (^,  y)  de  la  parabole  on  mène  la  tan- 
gente^ et  une  droite  D  symétrique  de  la  tangente^ 
par  rapport  à  la  parallèle  à  V axe  OX  qui  passe 
par  M. 

i''  Déterminer  les  coordonnées  du  point  M!  ou  la 
droite  D  rencontre  la  parabole. 

2°  Déterminer  les  coordonnées  du  point  C,  mi- 
lieu de  MM',  et  tiouver  le  lieu  du  point  G,  quand  le 
point  M  décrit  la  parabole. 

3°  Trouver  V enveloppe  d' une  droite  CN,  passant 
par  C  et  parallèle  à  la  tangente  en  M  à  /a  para- 
bole. 

4"  N  étant  le  point  de  contact  de  la  droite  GN 
avec  son   enveloppe.^    démontrer  que  la  droite  NM 
passe  par  le  sommet  O  de  la.  parabole. 
(Montpellier,  juin  iQiS.) 

[Nouvelles  Annales^  'Qï^j  P-  ^g.) 

La  droite  D  est  .la  corde  commune  à  la  parabole  et  à 
son  cercle  osculateur  en  M. 

Soit  T  le  point  de  rencontre  des  tangentes  en  M 
et  M'  à  la  parabole. 
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Désignons  par  M,  le  symétrique  du  point  M  par 
rappoit  à  l'axe  de  la  parabole.  La  tangente  à  celle 
courbe  en  M,  est  parallèle  à  la  corde  commune  MM'. 
De  plus,  d'après  un  théorème  bien  connu,  la  droite  TC 
passe  en  M,  et  a  son  milieu  en  ce  point. 

Si  donc  on  appelle  tji,  [jt.'  et  y  les  projections  sur  OX 
des  points  M,  M'  et  C  et  si  N,  est  le  point  de  rencontre, 
situé  sur  l'axe,  des  tangentes  à  la  parabole  en  M  et  M, , 
on  voit  que 

(I)  Cy  =  M[ji,         M>'=3iV1hi; 

ce  qui  donne  les  ordonnées  des  points  G  et  M'  en  fonc- 
tion de  celle  de  M. 

On  a  ensuite,  puisque  dans  la  parabole  la  sous- 
tangente  est  double  de  l'abscisse  du  point  de  con- 
tact, 0{Ji=:ON,.  Appelons  P  le  point  où  la  droite  D 
rencontre  l'axe  OX,  nous  aurons 

d'où  l'on  déduit  sans  peine,  pour  les  abscisses  des 
points  C  et  M', 

(?.)  Oy  =  5  0(ji,         OfJL'  =  9  0|Ji. 

Des  formules  (i)  et  (2)  il  résulte  que  le  lieu  du  pointC 
est  une  parabole  de  même  sommet  et  de  même  axe  que 
la  parabole  donnée  et  de  paramètre  cinq  fois  plus 
petit. 

Désignons  par  G,  et  G2  les  points  où  la  droite  GN 
rencontre  l'axe  et  la  tangente  au  sommet  de  la  para- 
bole. Elevons  en  G2  une  perpendiculaire  à  GN  et  soit  cp 
le  point  où  elle  rencontre  OX  ;  je  dis  que  ce  point  est 
fixe. 

En  elïel,  menons  en  M  la  normale  à  la  parabole.  Elle 
est  perpendiculaire  à  GiN  et  rencontre  OX  en  Q.    Les 
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deux  triangles  MN|Q,  C,  C20  sont  semblables  et 
l'on  a 

Ocp  _  OCi_  _  7.0fx  _  7 
[jiQ        (jiNi        2.0fjL        2 

Mais  |jiQ  n'est  autre  que  la  sous-normale,  c'est- 
à-dire  le  paramètre  p.  Donc  le  point  '^  est  fixe  et  Ten- 
veloppe  de  CN  est  une  parabole  ayant  ce  point  pour 
foyer  et  Oy  pour  tangente  au  sommet  ;  autrement  dit, 
une  j)arabole  homothétique  à  la  proposée;  le  centre 
d'homothétie  étant  le  sommet  O  et  le  rapport  d'homo- 
thétie  —  7. 

Les  droites  GN  et  MNi  étant  deux  tangentes  paral- 
lèles de  ces  paraboles  homothétiques,  leurs  points  de 
contact  sont  en  ligne  droite  avec  le  centre  O;  par  suite, 
le  point  N  se  trouve  sur  la  droite  OM. 

On  peut  ajouter  que  le  lieu  du  pointT  et  l'enveloppe 
de  la  droite  MM'  sont  également  deux  paraboles.  D'ail- 
leurs ces  deux  courbes  sont  polaires  réciproques  par 
rapport  à  la  parabole  donnée. 

En  ce  qui  concerne  le  point  T,  il  est  symétrique  du 
point  M  par  rapport  au  point  N,.  Ses  coordonnées 
sont  —  3  0[JL,  —  Mji..  11  décrit  donc  une  parabole  homo- 
thétique inverse  de  la  proposée  par  rapport  au  som- 
met O  avec  un  rapport  d'homothétie  égal  à  — ^-  La 

tangente  en  T  à  cette  courbe  est  la  droite  PT,  en  vertu 
de  la  propriété  fondamentale  de  la  sous-tangente  à  la 
parabole. 

Soit  R  le  point  oij  D  rencontre  la  tangente  au  som- 
met. La  perpendiculaire  à  D  en  ce  point  coupe  OX 
en  y.  Les  deux  triangles  R/^P,  G|G2^  sont  semblables 
et  donnent 

0/_   0V_  _  3 
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Comme  Ocs  =  -/?,  on  a 

Of=\p. 

Le  point  y*  est  fixe  et  l'enveloppe  de  D  est  une  para- 
bole ayant  ce  point  pour  foyer  et  O  pour  sommet. 
Comme  elle  est-  liomothélique  de  la  parabole  tlonnée 
par  rapport  à  O  et  que  D  est  parallèle  à  la  tan- 
gente M^]N^,  le  point  où  D  touche  son  envelo|)pe  est 
sur  la  droite  OM, . 


CERTinCVrS  DE  MÉCAMQIE  RATIONNELLE. 


Besançon. 


Épreuve  thkoriqur.   —  Première  question.  —  Attraction 
newtonienne  des  ellipsoïdes  homogènes. 
Cas  de  l'ellipsoïde  de  révolu f ion  aplati. 

Deuxième  question.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  ré- 
volution FAiBLFîMKNT  APLATI.  Montrer  que  cet  ellipsoïde  sup- 
posé homogène  attire  les  points  situés  à  sa  surface  avec  une 
force  dont  l'intensité  varie  a  très  peu  près  comme  le  sinus 
carré  de  la  latiturle  {angle  de  la  normale  avec  le  plan  de 
l'équateur). 

En  déduire  le  parallèle  sur  lequel  l'attraction  est  sen- 
siblement la  même  que  si  toute  la  masse  de  l'ellipsoïde 
était  concentrée  sur  son  centre  et  faire  voir  que  la  sphère 
concentrique  à  l'ellipsoïde  et  dont  la  surface  contient  ce 
parallèle  a  un  volume  sensiblement  égal  au  volume  de 
l'ellipsoïde. 

Troisiènie  question.  —  Un  système  S  de  n  points  maté- 
riels forme  un  système  semblable  à  un  système  solide  So 
de  n  points  matériels  qui  est  connu;  le  système  S  est  soumis 
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aux  forces  mutuelles  qui  sollicitent  ses  différents  points 
envisagés  deux  à  deux  ;  former  les  équations  du  mouve- 
ment du  système  S  autour  de  son  centre  de  gravité  O;  on 
adoptera  comme  axes  de  coordonnées  les  droites  menées 
par  O  qui  sont  dans  S  les  homologues  respectives  des  axes 
principaux  d'inertie  du  solide  S(fpar  rapport  à  son  centre 
de  gravité  Go- 

Épreuve  pratique.  —  Première  question.  —  Trois  sur/aces 
sphériques  concentriques  Si,  S2,  S3  de  rayons  décrois- 
sants Ri,  FI2,  R3  portent  des  charges  électriques  uniformé- 
ment réparties  sur  chacune  d'elles  et  dont  les  valeurs 
respectives  sont  Qi,  Q2,  Q3.  La  fonction  potentielle  V  due 
à  ce  système  de  charges  prend  les  valeurs  respectives 


Vi  =  v„ 

sur 

Si, 

V2=Vo 

sur 

02, 

¥3  =  0 

sur 

S3. 

Calculer  les  charges  Qi,  Q2,  Q3  et  les  densités  superfi- 
cielles correspondantes.  Répartition  des  valeurs  de\  dans 
l'espace. 

Deuxième  question. —  Un  pendule  oscillant  et  éprouvant 
une  résistance  proportionnelle  à  sa  vitesse  angulaire  bat 


la  seconde  par  chacune  de  ses  oscillations  simples;  on  a 
observé  que  V amplitude  de  ses  petites  vibrations  est  réduite 
de  moitié  en  1  Jieure. 
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Le  pendule  pèse  y**';  son  centre  de  gravité  est  à  une  dis- 
tance de  Vaxe  de  suspension  égale  à  i*". 

1°  On  demande  en  kilogrammètres  la  valeur  du  moment 
résistant  rapporté  à  la  vitesse  angulaire  i  ; 

2°  On  demande  la  valeur  du  moment  résistant  lorsque 
le  pendule  traverse  sa  position  d'équilibre,  la  valeur  de 
la  semi-amplitude  de  son  oscillation  en  cours  étant  alors 
de  i".  *  (Juillet  igiS.) 

EpREUVK  THKORiQj  E.  —  Mouvcmcnt  d'un  point  matériel 
pesant  suspendu  à  l'extrémité  d'un  fil  de  masse  négli- 
geable enroulé  sur  une  poulie  verticale  fixe. 

Cas  des  petites  oscillations. 

Epreuve  pratique.  —  Une  force  appliquée  à  un  point 
matériel  libre,  de  masse  m,  mobile  dans  un  plan,  a  pour 
composantes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées 


ou 


:  = . 

—  m  0)2     — 1-  -+- 
ùx 

3    d'I^' 
1   dx 

r  

—  m  0)2    -  —L 
:>.  dy 

?^ 

a;2  -H  2  A  xy 

+  3rS 

<h  = 

3x^-^  i/t'  xy 

-^y- 

{x,  y,  coordonnées  cartésiennes  du  mobile). 

On  demande  : 

1°  La  condition  d'inégalité  qui  lie  les  coefficienls  h  et  h', 
pour  que  le  mouvement  étudié  résulte  de  la  composition 
de  mouvements  vibratoires  simples  ; 

2"  Les  périodes  de  ces  derniers  mouvements. 

(Novembre  iQiS.) 

Epreuve  tmkorique.  —  Première  question.  —  i"  Mouve- 
ment d'un  point  pesant  sur  une  surface  de  révolution 
dont  Vaxe  est  vertical,  le  point  matériel  de  masse  m  étant 
{en  plus  de  son  poids  et  d'une  réaction  normale  à  la  sur- 
face) soumis  à  une  résistance  ¥J^  mV ,  proportionnelle  à  sa 
vitesse  V  et  en  sens  inverse  de  la  direction  de  sa  vitesse. 

2**  Cas  où  la  surface  serait  un  tore  à  axe  vertical. 


(  '4o  ) 

Deuxième  question.  —  i°  Une  pression  normale  unifor- 
mément répartie  sur  une  surface  fermée  rigide  laisse  la 
surface    en  équilibre;  établir  ce  théorème  d'Archimède. 

2"  En  considérant  deux  surfaces  fermées  parallèles  et 
distantes  de  A,  on  appliquera  la  proposition  précédente  à 


chacune  d'elles  ;  si  alors  on  suppose  que  ces  surfaces  pos- 
sèdent les  lois  régulières  de  la  courbure ^  on  demande 
d'exprimer  que  l'équilibre  de  deux  systèmes  de  pressions 
uniformément  réparties  sur  le  bloc  rigide  des  deux  sur- 
faces est,  comme  il  est  évident,  indépendant  de  h.  Soient  R 
et  W  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  de  la  sur- 
face en  un  point;  en  déduire  qu'une  pression  normale 
répartie  sur  une  surface  fermée  et  supposée  :  soit  propor- 
tionnelle à  —  -f-— ,  soit  proportionnelle  à  -5-57»  laisse 
encore  cette  surface  en  équilibre. 

Épreuve  pratique.  —  Un  fil  dont  les  brins  rectilignes 
sont  horizontaux  ou  verticaux  est  tiré  en  haut  par  un 
effort  P  de  \o^^  et  en  bas  par  une  force  inconnue;  le  fil 


s'appuie  sur  deux  rouleaux  dont  le  coefficient  de  frotte- 
ment pour  le  fil  est  o,  1  5. 


(  >4i  ) 

Calculer  : 

a.  Le  poids  Q  qui  fait  démanger  Vappareil  vers  le  bas; 

b.  Le  poids  Qi  qui  peut  être  soulevé  par  la  charge 
ascendante  P  ; 

c.  Le  rapport  — î— — ^-  (Juin  1914- ) 

Bordeaux. 

EpHKivE  THÉORIQUE.  —  Aux  dcux  extrémités  d'une  tige 
homogène  AB  de  niasse  m  sont  attachés  deux  disques 
homogènes  identiques  de  masse  m'  pouvant  librement 
tourner  autour  de  AB  qui  est  leur  axe  commun.  Au  mi- 
lieu de  AB  est  attaché  un  point  matériel  de  masse  M. 

Le  système.,  qui  n'est  soumis  à  aucune  force  extérieure, 


est  lancé  sur  un  plan  horizontal  sur  lequel  le  disque  B 
peut  librement  glisser  et  rouler  tandis  que  le  disque  A  ne 
peut  que  rouler  et  pivoter. 

Trouve/'  le  mouvement  du  point  matériel  M  lorsqu'on 
suppose  que  les  masses  m  et  m'  de  la  tige  et  des  disques 
tendent  simultanément  vers  zéro,  de  façon  que  leur  rap- 
port tende  vers  une  limite. 

Epreuve  pratiquk.  —  On  considère  le  solide  homogène 
et  de  densité  i  qui,  rapporté  à  trois  axes  rectangu- 
laires Oxyz,  est  limité  par  les  quatre  surfaces 

x'^=z,         jK  =  -f-i,         j/  =  — I,  ^  =  -1-,. 

Ce  solide  étant  au  repos,  on  applique,  en  un  point  M  de 
la  portion  parabolique  de  sa  surface  limite  et  normale- 
ment à  cette  surface,  une  percussion  dont  la  composante 
suivant  Oz  a  une  valeur  donnée  k. 

Calculer  la  force  vive  donnée  au  solide  par  cette  réper- 
cussion. Déterminer  la  position  Mi  du  point  M  pour  laquelle 
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cette  force  vive  est  aussi  grande  que  possible  et  la  posi- 
tion M-i  pour  laquelle  elle  est  aussi  petite  que  possible. 

(Juin  1912.) 

Épreuve  théorique.  —  Un  solide  S  est  constitué  par  une 
tige  homogène  AB  pliée  en  son  milieu,  de  façon  à  consti- 


tuer un  angle  constant  oc.  Les  deux  extrémités  A,  B  reposent 
sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  fixe. 

1"  Supposant  cl  =  90",  étudier  et  discuter  le  mouvement 
du  solide  S  soumis  uniquement  à  la  pesanteur; 

'2°  a  étant  quelconque,  mais  supposant  que  la  ligne  AB 
soit  assujettie  à  rester  parallèle  à  une  droite  qui  tourne 
dans  le  plan  horizontal  avec  une  vitesse  angulaire  con- 
stante donnée  w,  étudier  et  discuter  le  mouvement  du 
solide  S  soumis  uniquement  à  la  pesanteur. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  un  solide  de  révolu- 


tion homogène  et  pesant  dont  la  méridienne  est  constituée 
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par  deux  arcs  des  paraboles 

et  dont  la  densité  est  V unité. 

Ce  solide  est  fixé  par  un  point  P  de  son  axe  de  révolu- 
tion O z.  Quel  que  soit  le  point  P  choisi^  on  part  toujours 
de  la  même  position  initiale  dans  laquelle  l'axe  O^,  dans 
le  sens  indiqué  sur  la  figure.,  fait  un  angle  de  6o°  avec  la 
verticale  descendante^  et  de  la  même  rotation  initiale., 
portée  sur  O  z.,  et  dont  la  valeur  numérique  est 


v/42(n- v/3)^, 

g  étant  l'intensité  de  la,  pesanteur. 

L'angle  f)  de  O  z  avec  la  verticale  subit  des  oscillations 
périodiques  dont  l'amplitude  varie  avec  le  point  choisi. 

Déterminer  numériquement  à  -^  près  le  z  d'un  point  F 
sur  O  z  de  telle  sorte  que  V amplitude  des  oscillations  de  6 
soit  la  même.,  que  le  point  fixe  P  soit  en  0  ou  en  F. 

(  Novembre  1912.) 

Epreuve  théorique.  —  Deux  plans  rectangulaires  tour- 
nent avec  une  vitesse  constante  et  donnée  a>  autour  de  leur 
intersection  qui  est  fixe  et  verticale. 

Mouvement  d'une  tige  homogène  et  pesante  dont  les 
extrémités  sont  assujetties  à  glisser  respectivement  sur  ces 
deux  plans  sans  frottement  et  sans  pouvoir  les  quitter. 

Discussion  générale. 

Effectuer  la  discussion  complète  et  détaillée  en  s'atta- 
chant  surtout  à  l'étude  du  mouvement  relatif  de  la  barre 
pour  un  observateur  subissant  la  rotation  to  et  en  suppo- 
sant qiC à  l'instant  initial  la  rotation  absolue  de  la  tige 
autour  de  son  centre  de  gravité  est  nulle.  Déduire  de  cette 
discussion  les  différentes  formes  que  présente  la  trajec- 
toire relative  de  la  projection  horizontale  du  centre  de 
gravité. 

•Epreuve  pratioi  li.  —  Dans  un  plan  vertical,  un  triangle 
rectangle  matériel  peut  librement  glisser  par  son  liypo- 
tcnuse  sur  une  horizontale  fire  et  se  trouve  primitivement 
en  repos.  Un  point  //latériel  M  mobile  dans  le  même  plan 
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vertical  arrive  à  rencontrer  le   côté  BA  avec  une  vitesse 
horizontale  V  et  en  un  point  extrêmement  voisin  de  B. 


Etudier  complètement  les  différentes  périodes  du  mou- 
vement ultérieur  du  système  constitué  par  le  point  et  le 
triangle. 

Les  masses  du  point  M  et  du  triangle  sont  toutes  deux 

7 
égales  à  l'unité.  La  vitesse  V  est  égale  à  -— •  L'angle  B 

s/3 
du   triangle   rectangle   est  —  et   la   longueur  BG    a  pour 

valeur 

98 


g  étant   V intensité  de    la  pesanteur.   Tous    les   chocs   qui 
peuvent  se  produire  sont  des  chocs  inélastiques. 

Trouver  la  valeur  numérique  de  la  vitesse  relative  du 
point  par  rapport  au  triangle  dans  la  période  finale. 

(Juin  1913.) 

Épreuve  thiîorique.  —  O^yxetO^^Zx  sont  deux  droites  fixes 
rectangulaires  :  l'une  Oj^i  est  horizontale  et  Vautre  O^z^ 
n'est  pas  verticale.  P  ef  Q  sont  deux  plans  fixes  passant 
par  OijKi. 

S  est  un  solide  homogène  peiRnl  et  de  révolution  dont 
l'axe.,  matériellement  prolongé  des  deux  côtés,  est  limité 
aux  deux  points  A  e^  B. 

Ce  solide  S  est  soumis  à  V ensemble  des  liaisons  suivantes  : 

1°  L'extrémité  A  se  meut  sans  frottement  dans  le  plan  F 
et  ne  peut  le  quitter; 

•2"  L'extrémité  B  se  meut,  dans  les  mêmes  conditions, 
dans  le  plan  Q; 


(   M5  ) 

3"  L'axe   de    révolution   de   S    est   assujetti  à  faire    un 
angle  constant  donné  a  avec  la  direction  fixe  OiSi. 


Discuter  le  mouvement  du  solide.  Etudier  la  trajectoire 
du  centre  de  gravité  et  le  mouvement  autour  du  centre  de 
gravité. 

Épreuve  pratique.  —  Un  solide  est  constitué  par  trois 
tiges  concourantes  rectangulaires  homogènes  OA,  OB,  OC 
de  densité  linéaire  égale  à  l'unité  et  dont  les  longueurs 
sont  OA  =  i-",  OB  =  -A'",  OG  =  3'". 

La  vitesse  initiale  du  solide  se  compose  d'une  transla- 
tion^ égale  à  l'unité  et  parallèle  à  OA,  et  d'une  rotation 
issue  de  O  et  représentée  par  la  diagonale  du  parallélé- 
pipède construit  sur  OA,  OB,  OG. 

Calculer  numériquement  la  force  vive  initiale  du  solide. 

(Novembre  I9i3.) 

Caen. 

Epreuve  théorique.  —  I.  Une  manivelle  OA  homogène  et 
rectiligae,  fixée  par  son  extrémité  O^est  assujettie  à  tourner 
dans  un  plan  vertical  sous  l'action  de  son  poids  P  et 
d'une  force  horizontale  T,  appliquée  à  son  extrémité  A  : 

1°  On  suppose  d' abord  que  le  mouvement  de  la  mani- 
velle est  uniforme.  Calculer  l'expression  de  la  force  T  en 
fonction  de  l'angle  0  que  fait  OA  avec  l'horizontale.  Cal- 
culer les  projections  de  la  réaction  du  point  O  sur  l'Iiori- 
Ann.  de  Alathémat.,  4*  série,  t.  XVI.  (Mars  1916.)  10 
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zontale  et  la  verticale^  et  la  valeur  de  la  réaction  elle- 
même.  Quand  6  varie  de  o  à  27r,  déterminer  les  positions 
de  la  manivelle  pour  lesquelles  la  réaction  est  soit  maxi- 
mum^ soit  minimum. 

1^  On  ne  suppose  plus  le  mouvement  uniforme,  mais  on 
suppose  T=Qsin6  (Q  désignant  une  force  constante 
donnée).  Former  V équation  qui  détermine  le  mouvement 
de  la  manivelle  et  intégrer  autant  que  possible. 

II.  Étudier  la  chute  libre  dans  le  vide  d'un  cylindre 
plein  homogène  qui,  au  début  du  mouvement,  tourne 
autour  de  la  verticale  du  centre  de  gravité.  On  suppose 
qu'à  ce  moment-là  l'axe  du  cylindre  fait  un  angle  de  45" 
avec  la  verticale,  et  l'on  suppose  le  diamètre  du  cylindre 
égal  à  sa  hauteur. 

Épreuvk  pratique.  —  Une  poutre  encastrée  AB  porte  en  B 
un  poids  de  loo''^  et  de  A  en  C  (AC  =  GB  =  i"")  une  charge 
uniforme  de  200''^  : 


^ 

ê 

c                         B 

1 

toon°^ 

A^ 

jm 

100K<^ 


i"  Construire  le   diagramme  des  moments  fléchissants. 

2"  La  section  uniforme  de  la  poutre  est  un  carré  abcd 
de  8*^'"  de  côté.  Déterminer  les  efforts  moléculaires  nor- 
maux dans  la  section  G.  (Juin  1914.) 


Épreuve  théorique.  —  Une  plaque  carrée,  homogène  et 
pesante,  a  Vun  de  ses  cotés  assujetti  à  rester  constamment 
dans  un  plan  horizontal  fixe.  On  suppose  cette  liaison 
réalisée  sans  frottement  : 

1"  Former  et  intégrer  autant  que  possible  les  équations 
du  mouvement  de  la  plaque  en  la  supposant  simplement 
soumise  à  l'action  de  la  pesanteur. 
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2°  Etudier  le  mouvement  avec  les  conditions  initiales 
suivantes  : 

Au  début  du  mouvement,  la  plaque  est  verticale.  Son 
centre  de  gravité  est  animé  d^une  vitesse  normale  au  plan 
de  la  plaque  et  égale  à  V.  Enfin^  V un  des  côtés  verticaux 
de  la  plaque  est  animé  de  vitesses  nulles.  On  supposera 
que  ce  côté  est  celui  qui,  parcouru  de  bas  en  haut,  est  dex- 
trorsum  par  rapport  au  vecteur  V.  La  plaque  est  au-dessus 
du  plan  horizontal  de  liaison. 

3*  Calculer  les  réactions,  et  notamment  les  réactions 
initiales. 


Éprkuve  pratiqle. 
Cfuis  est  ci-dessous  : 


—  On  considère  le  profil  dont  le  cro~ 


1 

1 

*■ * 

« 

A 

Construire.,  par  la  construction  usuelle  de  la  statique 
graphique,  le  centre  de  gravité  du  profil. 

Calculer  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  la  paral- 
lèle aux  ailes  menée  par  le  centre  de  gravité,  en  rame- 
nant ce  calcul  à  celui  d'une  intégrale  curviligne.  L'équa- 
tion du  contour  d'intégration  sera  obtenue  par  des 
mesures  directes  sur  la  figure.  (Novembre  191 4) 


j-e^ 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


V  2287.  Soient  (a',  P',  y')  les  coordonnées  normales  d'ure 
point  P  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AKG.  L'équation 
de  la  droite  de  Wallace  correspondant  à  P  est  représentée 
par 

c(a'4-Y'cosB)  "^  a(^'+a'cosC)  "^  6(7'+  [3' cos  A  )  "  ^' 

T.  Ono. 

2288.  En   un  point   M  d'une  ellipse,  la  norntale  rencontre 
/v                l'un  des  axes  en  M  et  le  centre  de  courbure  est  G  :  le  lieu  du 

/conjugué  harmonique   de   M    par   rapport  à  N  et  G  est  une 
lO  ellipse.  I^s  deux  ellipses  ainsi  obtenues  sont  semblables. 

G.    FONTENÉ. 

2289.  On  construit  une  ellipse  par  points  au  moyen  des 
cercles  décrits  sur  les  axes  comme  diamètres.  La  droite 
menée  par  le  centre  pour  obtenir  quatre  points  M,  M',  ... 
est  une  asymptote  de  l'hyperbole  homofocale  à  l'ellipse  et 
passant  en  M. 

Extension  à  l'espace.  G.  Fontené. 


ËRRATIM. 


Page  42,  4'  ligne  en  remontant,  au  lieu  de  i545,  lire  i5o5 


(  M<.  ) 


AaDÉlHIE  DES  SCIENCES. 


SÉANCE  DU    l3  MARS    I91O. 

(Extrait    des    Compter    rendus.) 

L'Académie  procède  par  la  voie  du  scrutin,  à  l'élec- 
tion d'un  correspondant  pour  la  section  de  Géométrie, 
en  remplacement  de  M.  Félix  Klein. 

Au  premier  tour  de  scrutin,  le  nombre  des  volants 
étant  89, 

M.  de  la  Vallée-Poussin  obtient  3^  suffrages, 
M.  Bianchi  »  i  suffrage, 

IM .  Fredhohm  »  i  suffrage. 

M.  DE  LA  Vallée-Poussijv,  ajaut  réuni  la  majorité 
absolue  des  suffrages,  est  élu  correspondant  de  l'Aca- 
démie. 

M.  de  la  Vallée-Poussin,  ex-professeur  à  l'Université 
de  Louvain,  est  l'auteur  de  travaux  profonds  et  très 
connus,  en  particulier  sur  la  théorie  analytique  des 
nombres.  Il  remplace  M.  Félix  Klein,  radié  depuis 
assez  longtemps. 

M.  Klein,  professeur  à  l'Université  de  Gœttingue, 
est  l'un  des  98  signataires  du  trop  fameux  Aufraf  an 
die  Kulturwelt  (appel  au  monde  civilisé),  connu  aussi 
sous  le  nom  de  u  manifeste  des  intellectuels  allemands  », 
où  la  vérité  est  scandaleusement  travestie. 

Si  grand  que  soit  le  prestige  scientifique  de  M.  Klein, 
l'Institut  de  France  ne  pouvait  conserver  au  nombre  de 

Ann.  de  Matliéniat.f  4'  série,  t.  \VI.  (Avril  igiG.)  •  • 


(   i5o  ) 

ses  correspondants  un  liomme  qui  a  mis  ou  laissé  mettre 
son  nom  au  bas  d'un  écrit  abominable.  D'antre  part, 
en  appelant  à  elle  M.  de  la  Vallée-Poussin^  l'Académie, 
outre  (pi'elle  consacre  la  valeur  de  ce  savant,  rend  un 
hommage  de  haute  signification  à  la  Belgique,  victime 
d'un  des  plus  honteux  attentats  qu'ait  jamais  enre- 
gistrés l'histoire. 


[I19c] 

SUR  QllKLQlËS  ÉQUATIONS  CUBIQUES  TRimiES 
I^'DÉ^ËI^1INÉES  ; 

Par  m.  t.  HAYASHI,  Sendaï  (Japon). 
{Traduit  de  l'anglais.) 


1.  Equation 

En  supposant  z  différent  de  zéro,  divisons  celte  équa- 
tion par  z^,  et  écrivons  x  à  la  place  de  -  >  et  y  à  celle 

de -•  Il  faut  alors  montrer  que  la  cubique 

(2)  a'^'^y'-v-\  =  o 

ne  peut  passer  par  aucun  point  de  Réordonnées  ration- 
nelles, autre  que  ( —  i,  o). 

Si  elle  passe  par  un  tel  point,  soit 

(3)  y^mix-^i) 

l'équation  de  la  droite  qui  le  joint  au  point  ( — 1,  o); 
m  est  alors   un   nombre  rationnel.  Kliminanl  )/•  enlrc 


(   'à-   ) 
(2)  et  (3),  nous  avons 

ou 

x^-\-{m^  —  i):r  -+-  (m2-i-  i)  =  o, 

m  et  X  étant  des  nombres  rationnels.  Donc  le  discri- 
minant 

(am«— 1)2— 4(m2-4-i)     ou     (m3— 3)2—  12 

doit  être  un  carré  parfait.  Alors  (m^ —  3)2=  X^-j-  \'a. 
Soient 

m='^         et  X=l, 

jjL  et  V  étant  des  entiers  premiers  entre  eux,  de  même 
que  Ç  et  Tj.  Alors 

Donc  tout  facteur  de  v*  doit  ê Ire  facteur  de  Y|-  et  réci- 
proquement; de  sorte  que  7^^=  v*.  De  là 

relation  où  t^'  remplace  .ît,.  Mais  l'expression  quadra- 
tique ^"^-i-3  Y|'-  ne  peut  avoir  un  diviseur  quadratique 
de  la  forme  [jl^  —  3v2  que  si  ce  dernier  est  égal  à  d=  1 . 
Pour  que  pi- — '6y^  puisse  devenir  égal  à  di  i ,  il  faut 
(jue  Ç'-^ -h  3yi'2  devienne  égal  à  i  et,  de  là,  Ç  et  v)  doi- 
vent être  respectivement  égaux  à  i  et  o,  ce  qui  est 
absurde. 

On  peut  voir  par  une  méthode  semblable  à  celle  qui 
précède  que  la  solution  de  l'équation  Diophantijie 

est  donnée  par 

;;=  X(a»-H36«),         x  =  X(a2— 362),        y  =  X  — 2a6. 


(    l52    ) 

Quand  /??  =:  o,  x  dans  (4)  ne  peut  pas  être  un 
nombre  rationnel;  et  quand  m  =  oo,  x  dans  (3)  ou  (4) 
devient  —  i  ;  et  de  là,  dans  (i),  x  =  —  z  eiy  =  o. 

Donc  le  produit  z(y^-\-z-)  îie  peut  être  un  cube, 
sinon  pour  ^  =  o,  ou  bien  pour  y  =  o^  ce  qui  donne 
a:  = —  z. 

Si  dans  (i)  nous  remplaçons  x  par  —  x  el  z  par  i ,  il 
vient 

équation  impossible  en  nombres  rationnels;  ce  ré- 
sultat se  rapproche  beaucoup  de  l'équation  étudiée 
par  Gerono,  et  n'est  autre  que  celui  qu'a  donné 
Lebesgue  (  '  ). 

2.   Équation 

(1)  x^-hz(y^ — z^)  —  o. 

Nous  pouvons  résoudre  cette  équation  par  une  méthode 
semblable.  Après  la  réduction  à 

(2)  x^-\-y^ — 1  =  0, 

prenons  la  ligne  droite 

(3)  y=  fn(x—i), 

et  nous  obtenons  l'équation 

(4)  ic'-f- x-h  i-h  m2(;r  —  i)  =  o 

ou 

^*  -f-  (  m2  -h  I  ) a"  —  (  m-  —  î )  =  o, 


(*)  Eiicycl.  cl.  niath.  rftss.,  Bd.  I,  p.  572.  Gerono,  ISouv.  Ann. 
de  Math. y  2'  série,  t.  IX,  p.  469  el  ?.*  série,  t.  X,  p.  204.  Lebesgui:, 
Ibid.,  !'•  série,  t.  IX,  p.  178.  Sur  ce  sujet  voir  aussi  de  Jonquières, 
Ibid..,  2«  série,  t.  XVII,  p.  374. 
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à  résoudre  en  nombres  rationnels.  De  là 

(m2-M)2-f- 4(m2— i)         ou         (m2-|-3)2— (2 

doit  être  un  carré  parfait^  soit  X^.  Aiors 

(m2-i-3)2=  X5  +  I2. 
Soient 

m  =  i^  ,  X  =  i  , 

où  lA.  et  V  sont  des  entiers  premiers  entre  eux,  de  même 
que  ?  etrj.  Il  viendra 

Comme  plus  haut  nous  devons  avoir 

d'où 

La  solution  de  cette  équation  est 

(6)  ^=;ji2— 3v2,         Tj  =  fJiv. 

De  (5)  et  (6)  on  tire  ul-v^^v*.  Mais  v  ^  o.  Donc 
•JL  =  ±:  V,  ou  m  =  ±  i .  Par  conséquent,  les  abscisses  des 
points  d'interseclion  de  la  droite  (3)  et  de  la  cubique  (2) 
sont  données  par  la  relation  (4)  réduite,  x^-\-2X  =  o. 
Donc  X  ==z  o,  ou  bien  x  =  —  2.  Et,  d'après  (3),  quand 
^  =  0,  y  =  zjz  I  ;  quand  x  =  — 2,  y  =  z:f.6.  Quand 
m  =z  o^  y  z=  o  d'après  (3)  et  :r  =  1  d'après  (2) .  Quand 
rn  z=cCy  z  =  i  d'après  (3)  et  )/-  =  o  d'après  (2). 

De  là,  en  dehors  du  point  (1 ,  o),  il  y  a  sur  la  cubique 
quatre  points  rationnels  (o^  —  1)  ( — 2,  — 3)  et  (o,  -h  1) 
( —  2,  3).  Ils  tombent  sur  deux  droites  y  =  ±  (x  —  i). 
Donc  l'équation  Diophanline  x^  ->r  z (y'^  —  z^)  =  o  est 
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impossible,  excepté  pour 


("i)  ^  =  0, 


r  =  o; 

y  =  ^; 


^'^)  ^  =  -2z,        y  =  ~3z; 


(V) 


^  =  —  2Z. 


y^'^z-, 


ou  leurs  multiples.  Donc  le  produit  z{y^  -  ^2)  ^^ 
pas  être  un  cube,  à  moins  que 

X  =  0        ou        y  —  o        ou         -^  =  .JL  _  L 

Si  dans  (,)  nous  remplaçons  x  par  -  ^  et  ^  par  , 
nous  avons  l'équation  ' 

qui  a  été  traitée  déjà  par  Gerono.  Ce  dernier  a  prouvé 
qi^^elle  est  possible  lorsque,  et  seulement  lorsque  :r  =  2, 
y~-.±?^  si  l'un  ou  l'autre  des  nombres  x,  y  est 
supposé  être  un  nombre  premier.  Mais  nous  avons 
maintenant  prouvé  rinipossibilité  de  Véquation 
même  si  cette  restriction  est  écartée. 

Si  nous  divisons  l'équation  (i)  pary3^  supposé  diffé- 
rent de  zéro,  et  si  la  cubique  plane  résultante 

est  coupée  par  la  droite  x^mz,  nous  arrivons  alors 
aussi  à  l'équation  de  Gerono 

(—  W)3  4-I   =:X2. 

Si    dans   (,)   nous   remplaçons  j.  par    1,    nous    avons 
1  équation 

x"^  —  z{z'^~  i). 

Donc  le  produit  de  trois  entiers  consécutifs  ne  peut 
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être  un  cube,  à  moins  que  l'un  d'eux  soit  nul.  J'ai 
déjà  démontré  ('  )  que  quatre  fois  un  nombre  polynôme, 
c'est-à-dire  les  deux  tiers  du  produit  de  trois  entiers 
consécutifs  ne  peuvent  former  un  cube,  comme 
extension  d'un  théorème  de  Legendre(-)  consistant  en 
ce  qu'un  nombre  triangulaire  différent  de  i,  c'est-à-dire 
la  moitié  du  produit  de  deux  entiers  consécutifs  ne 
peut  être  un  cube. 

L'impossibilité  que  le  produit  de  trois  entiers  consé- 
cutifs soit  un  cube  peut  être  aussi  démontrée  de  la  façon 
suivante. 

Soit  x^  =  z{z' — i).  Alors,  puisque  z  et  (s- — i) 
sont  premiers  entre  eux,  si  nous  décomposons  n  en 
deux  facteurs  premiers  entre  eux  $  et  Tj,  et  si  nous 
posons  z  =  ç^,  nous  devons  alors  avoir  ^'' —  i  =  Tj-^  ce 
qui  est  impossible,  en  vertu  du  théorème  de  Fermai,  si 
ni  Ç  ni  r^  n'est  nul. 

Par  le  niême  raisonnement,  nous  pouvons  démontrer 
que  le  produit  de  trois  entiers  consécutifs  ne  peut 
être  la  n^^''"-^  puissance  d\in  entier,  n  n^ étant  pas 
inférieur  à  2. 

3.  Produits  de  deux  nombres  consécutifs.  Nombres 
triangulaires.  —  Il  est  évident  que  le  produit  de  deux 
entiers  consécutifs  ne  peut  être  un  carré,  à  moins 
que  l'un  de  ces  entiers  ne  soit  nul.  Car,  si  cela  était, 
l'équation  x {x -\- \) -^^  y^  devrait  être  résolue  en 
nombres  entiers.  Puisque  x  et  x -\- \  sont  premiers 
entre  eux,  ils  devraient  tous  deux  être  des  carrés, 
comme  on  le  voit  en  décomposant  y  en  deux  facteurs  ^ 
etTj,  premiers  entre  eux. 


(')  Nouv.  Ann.  de  Molli.,  Y  sriie,  t.  X,  p.  83. 
(-)   Théorie  des  nombres^  t.  II,  p.  11. 
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Ainsi,  posant  x  =  vi^,  nous  devons  avoir  \^ — i  =7j-, 
relation  qui  est  seulement  vérifiée  par  Ç  =  dz  i ,  v)  =  o. 

Le  problème  qui  consiste  à  trouver  un  nombre 
triangulaire  qui  soit  un  carré,  c'est-à-dire  à  trouver 
les  solutions  en  nombres  entiers  de  l'équation 

se  ramène  à  l'intersection  de  la  courbe  xi^x  -|-  i)  =  iy^ 
et  de  la  droite  y  =  m(^  "+"05  ^^  ^^  réduit  à  la  solution 
de  l'équation  $- —  i  =  27^2,  en  nombre  entiers^  qui  est 
possible  et  bien  connue. 

On  peut  aussi  démontrer  aisément  que  le  produit 
de  deux  entiers  consécutifs  ne  peut  pas  être  un  cube. 
Car,  s'il  en  était  ainsi,  l'équation  x{x  +  i)  =JK^  serait 
résolue  en  nombres  entiers.  Puisque  x  et  :r  +  i  sont 
premiers  entre  eux,  ils  ne  peuvent  pas  l'un  et  l'autre 
être  des  cubes.  Donc,  décomposant  y  en  deux  facteurs 
premiers  entre  eux  ;  et  r,,  et  posant  x:=r-\^^  on  doit 
avoir  Ç^-f- i  ==  yi^,  relation  impossible,  en  vertu  du 
théorème  de  Fermât,  si  ni  Ç,  ni  7;  n'est  nul. 

Par  le  même  raisonnement,  nous  pouvons  démontrer 
que  le  produit  de  deux  entiers  consécutifs  quelconques 
ne  peut  être  la  /i'^'""^  puissance  d'un  entier,  n  n'étnnt 
pas  moindre  que  2. 

Plus  généralement,  il  n'y  a  pas  deux  entiers  x  et  y 
satisfaisant  à  r équation  y^'^*  :=  x"^{x" — i);  où 
l,  m,  nti. 

A'.  Equation  x-y  -h  z(y'^ —  z-*)  =  0.  —  Nous  avons 
démontré  que  le  produit  de  deux  entiers  consécutifs 
(juelconques  ne  peut  être  ni  un  carré,  ni  un  cube,  à 
moins  que  l'un  de  ces  entiers  soit  nul,  et  que  le  produit 
de  trois  entiers  consécutifs  quelconques  ne  peut  être 
un  cube,  à  moins  que  l'un  de  ces  entiers  soit  nul.  Nous 
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nous  trouvons  ainsi  à  même  de  déterminer  si  le  produit 
de  trois  entiers  consécutifs  quelconques  peut  être  un 
carré.  C'est  une  suite  directe  de  la  dernière  partie  du 
précédent  article.  Mais,  dans  ce  but  nous  traiterons 
l'équation  en  nombres  entiers 

(f)  '   x^y -i- z(y^-h  z^)  =  o. 

Elle  peut  aussi  s'écrire  sous  la  forme 

(2)  ^"^H-JK^ — 1  =  0, 

en  écrivant  respectivement  ^  et  y  au  lieu  de  —  et  —, 

^  «^  z        z 

dans  l'hypothèse  z  ^  o. 

Dans  la  relation  (2),  ^  et  y  étant  des  nombres 
rationnels,  nous  avons  à  chercher  le  point  d'intersec- 
tion de  la  cubique  (2)  avec  la  droite 

(3)  y  —  i=:mx, 

point  tel  que  ses  deux  coordonnées  soient  des  nombres 
rationnels.  De  là  nous  tirons,  par  substitution, 

x{mx  H-  i)  -t-  m{mx  -f-  ■>.)  =  o 
ou 

(4)  mx^-T-  (m^-T-  i)x  -¥•  2m  =  o. 

Pour  que  cette  équation  quadratique  en  x  soit  réso- 
luble en  nombres  entiers,  le  discriminant  m^'  —  6m^-|-i , 
ou  (m- — 3)2 — 8,  doit  être  le  carré  d'un  nombre 
rationnel,  soit  X-.  Posant  alors  comme  ci-dessus 

nous  avons 

De  là  'f\'-=  v'',  et  conséfjuemment 
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Mais  la  forme  ;M-  2t/-  ne  peut  avoir  un  diviseur  qua- 
dratique de  la  ("orine  jj.- —  3v'-,  à  moins  que  celte  der- 
nière expression  ne  soit  éi^ale  à  zh  i .  Pour  que 
a- —  3v-  devienne  égal  à  ±  i,  il  faut  que  l^-\-  2(27^)- 
devienne  égal  à  i,  et,  de  là,  Ç  et  7,  doivent  être  respec- 
tivement égaux  à  I  et  o,  ce  qui  est  absurde. 

De  là,  à  moins  qu'on  ait  m  =  o  ou  /)i  =  ce,  résulte 
que  le  déterminant  de  l'équation  (4)  ne  peut  être  le 
carré  d'un  nombre  rationnel. 

Lorsque  fn  =  o^  y  =z  i  ^  d'après  (3)  et  x  =  o, 
d'après  (2)  et  (4)-  De  là,  dans  l'équation  (1)  x  =  o, 
y=z.  Lorsque  ni=zac,  ^  =  0,  d'après  (3)  et  (4),  et 
y  =  dz  I ,  d'après  (2);  de  là,  dans  l'équation  (1),  œ=  o, 
y  =z±  z.  Donc  l'équation  (1)  est  impossible  en  nombres 
entiers,  à  moins  que  ;::  =  o,  ou  bien  ^  =  o,  j^  =  dz  z. 

Si  nous  divisons  l'équation  (1)  par  j'^,  supposé  diffé- 
rent de  zéro,  et  si  la  cubique  plane  résultante 

rr^-h  ^(i  —  z-  )  =  o 

est  coupée  par  la  droite  x=^tnz^  nous  arrivons  à 
l'équation  suivante  à  résoudre  en  nombres  rationnels, 
ce  qui  est  impossible  : 

Si  dans  (1)  nous  remplaçons  y  par  1,  nous  avons 
l'équation  x-=z  z{z-—  \).  De  là  le  produit  de  trois 
entiers  consécutifs  ne  peut  être  un  carré^  à  moins 
que  l'un  de  ces  entiers  ne  soit  nul. 

5.  Produits  de  quatre  entiers  consécutifs.  —  Nous 
avons  établi  que  le  produit  de  deux  ou  trois  entiers 
consécutifs  quelconques  ne  peut  être  ni  un  carré,  ni 
un  cube,  à  moins  que  l'un  de  ces  entiers  ne  soit  nul. 

Le  produit  de  quatre  entiers  consécutifs  quelcon- 
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ques   ne   peut    non   plus  être.,   ni  un  carré.)   ni  un 
cube. 

Pour  le  démontrer,  nous  emploierons,  d'après  Lucas, 
l'idenlité 

Soit  /■  =  I  ;  alors 

(i)         a(«  4-  i)(«  -H  2)  (rt  +  3j  H-  I  =  (a'2+  3a  -4-  i)2. 

Supposons  que  a(à  +  i)  (a  -h  2)  (a  -f-  3)  soit  un  carré, 
non  nul. 

La  difterence  des  carrés  de  deux  nombres  consécutifs, 
sauf  (±:  I,  o)  et  (o,  =h  i)  ne  peut  être  en  valeur  absolue 
inférieure  à  3.  Pour  (o,  zb  i)  la  différence  est  — i ,  ce 
qui  ne  s'applique  pas  à  notre  cas.  Pour  (zt  1,  o)  nous 

devons  avoir 

a-  H-  ■)  rt  -f-  I  =  ±:  I , 

ou 

c/  =  o.    —  I ,   —  '2,   —  3. 

Donc  le  produit  en   cpieslion  ne  peut  être  un  carré  à 
moins  que  l'un  des  qualre  entiers  ne  soit  nul  ('). 

Si,  dans(i),  a(a-+-i)(r^  +  2)(a-f-3)  est  un  cube, 
nous  avons  l'équation  do  Gerono  citée  plus  haut 
X'*+i=^j^2,  qui  est  vérifiée  seulement  par  l'une  ou 
l'autre  des  solutions 

X  =  o,        y—±i         ou        07=2,        ^  =  dz3. 

Donc  nous  devons  avoir 

a2-i- 3  a -h  I  =db  I  ou         a  =  o,  -1,— 2, — 3, 

(')   1*^.   Lucas.   l'héorie  des.  nombres,  p.  J3. 
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OU  bien 

a'-*  -+-  3  <2  4-  I  =  ±  3 , 

ce  qui  est  impossible  pour  toute  valeur  entière  de  a. 

Donc  le  produit  a(a  +  i)  (a  -1-  2)  (a  -\-  3)  ne  peut 
être  un  cube  que  si  l'un  des  quatre  entiers  est  nul. 

Gerono  démontre  en  outre  que  l'équation 

X'n  -^\  —  y"- 

est  possible  en  entiers  positifs  lorsque,  et  seulement 
lorsque,  on  a 

m  =  3,         X  =^  1,         n  =^  i,        ^  =  3, 

si  X  ou  y  est  supposé  être  un  nombre  premier.  Nous 
pouvons  démontrer  par  le  même  raisonnement  que 
lorsque  a  est  choisi  de  telle  sorte  que  «'--+- 3a  +  i  soit 
un  nombre  premier,  le  produit  a  (a-}- 1)  (a +  2)  («  + 3) 
ne  peut  être  une  puissance  quelconque  d'un  entier^ 
alors  que  nous  avons  montré  plus  haut  que  ce  produit 
ne  peut  être  ni  un  carré  ni  un  cube  pour  aucune  valeur 
de  a. 

J'ai  établi  que  le  produit  de  deux,  trois  ou  quatre 
entiers  consécutifs  quelconques  ne  peut  être  ni  un 
carré,  ni  un  cube,  à  moins  que  l'un  de  ces  entiers  ne 
soit  nul.  Ainsi  se  présente  naturellement  la  question 
que  voici  :  Le  produit  d^un  nombre  quelconque 
d^ entiers  consécutifs  peut-il  être  un  carré  ou  un 
cube?  Et  si  cela  peut  être^  pour  quels  entiers? 

J'ai  aussi  trouvé  que  le  produit  de  deux  entiers 
consécutifs  ne  peut  pas  être  un  carré,  que  celui  de  trois 
ne  peut  pas  être  un  cube,  et  que  celui  de  quatre  ne 
peut  être  un  carré,  et  par  conséquent  n'est  pas  la 
quatrième  puissance  d'un  entier.  Et  cette  nouvelle 
question  se  présente  aussi  naturellement  :  Le  produit 
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de  n  entiers   consécutifs   quelconques  peut^il   être 
la  n^^"^^ puissance  (fun  entier? 

Ces  questions  semblent  être  très  intéressantes  quand 
on  les  rapproche  du  théorème  de  Liou ville  en  vertu 
duquel  le  produit  d'entiers  conséculifs 

/>i (  //i  -f-  I )  ( /n  -h  '2 ) . . .  {m  -\-  11  —  \) 

ne  peut  être  une  puissance  exacte  si  dans  la  suite  des 
facteurs  se  rencontre  un  nombre  premier  ('). 

6.  Equation  x-y  -}-  z{y-  +  ^'-)  =  o.  —  Au  n°  i  ci- 
dessus,  j'ai  étudié  l'équation  x'^y  -f  zi^y-  —  ^^^  __  q^  ^I^ 
je  suis  maintenant  amené  à  traiter  de  Ja  suivante 

ce  qui  ne  peut  se  faire  par  les  mêmes  moyens. 
L'équation  (i)  peut  s'écrire 

(i)  x-y -hy^z -^  z^  =  o, 

et  nous  y  pouvons  supposer  que  x^  y^  z  ne  sont  pas 
tous  nuls  et  n'ont  pas  de  facteur  commun. 

Soient  «,  r,  (v  les  plus  grands  communs  diviseurs  de 

(y,  ^),  (z,  x),  {x,y),  respectivement.  Nous  pouvons 

poser 

X  =  vsvx\        y  =  ii^wj',        z  =  iwz' . 

Substituant  ces  valeurs  de  x^  y^  z  dans  l'équation  (2), 
nous  avons 

(  3 )  vw^- x"*-y'  -f-  w'^u^-y"^  z'  +  ^2  p2  ^'a  =  o. 


(  '  )  Liou  VILLE,  Sur  le  produit  ni{  m-^- 1)  {m  -i-2) . .  .{m-\-  n  —  1  ) 
{Journal  de  Afath.,  t.  II,  1857,  p.  277).  Consulter  aussi  une  Noie 
<le  MoRivAU  (Nouvelles  Annales,  2»  série,  t.  II,  1872,  p.  172)  d'après 
laquelle  le  théorème  est  dû  à  Mathieu  (question  'i41  des  Nouvelles 
Annales). 
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On  voit  que  le  premier  terme  viv^œ'^  y'  doit  être  divi- 
sible par  u^.  Mais  u  n'a  pas  de  facteur  commun  avec  i-, 
iv  et  ^',  de  sorte  que  y'  est  divisible  par  lû.  En  outre, 
le  dernier  terme  ii-v-z'-^  est  divisible  par  j'.  Mais  y'  i\'i\ 
pas  de  facteur  commun  avec  v  et  z' ,  de  sorte  que  ii-  esl 
divisible  parj^'.  De  là 

(4)  y  =  ±a2. 

Substituant  cette  valeur  de  y'  dans  l'équation  (3), 
nous  avons 

(5)  àzvw^x"^-\- w'^u'^z' -+■  v'^z'^=o. 

Le  dernier  terme  v-z''^  doit  être  divisible  par  (P- ;  mais 
(V  n'a  pas  de  diviseur  commun  avec  c,  ni  avec  s',  de 
soite  que 

(6)  (ï'=±i. 

Substituant  celte  valeur  de  (p  dans  l'cquation  (5  ),  nous 
avons 

(7)  ±  vx'*-^  u'* z' -^  vz'^— o. 

Le  terme  du  milieu  u* z'  doit  être  divisible  par  r;  mais 
ç^  n'a  pas  de  diviseur  commun  avec  «,  de  sorte  que  z'  doit 
être  divisible  par  r.  En  outre  le  premier  terme  ±:  vx'^- 
doitêtie  divisible  par  z' .  Mais  ;:'et^' sont  premiers  entre 
eux,  de  sorte  que  v  doit  être  divisible  par  z' .  De  là 

(8)  z'  =  ±v. 

Substituant  cette  valeur  de  5' dans  Téqualion  (7),  nous 

avons 

±x"^±i{  u*  ■+■  V* )  =  o ; 

d'où 

(9)  X'^  =:  II* -\- V'' \ 


(  .63  ) 

et  les  signes,  dans  les  relations  (4)^  (6),  (8),  doivent 
être  combinés  comme  il  suit  : 

(-+-  -^  -),    (+-+),    (- ^-  +),    ( )• 

Ainsi  la  question  est  ramenée  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion (7),  qui  n'a  d'autre  solution  que  ^^  =  o,  r  :=  o  et 
:t''=o,  ce  qui  s'nccordc  avec  les  conclusions  de 
B.  F'renicle  de  Bessy  ('). 

Donc  J'équation  (i)  n'a  de  solution  que  si  Tune  au 
moins  des  quantités  x,  y^  z  est  nulle. 

Si  nous  divisons  l'équation  (1)  par  j^^,  supposée  non 
nulle,  etsi  la  cubique  plane  résultante  x'^-\-  z[\  -{-::-)  =  () 
est  coupée  par  la  droite  x  =  mz,  nous  arrivons  alors  à 
la  résolution  en  nombres  rationnels  de  l'équation 
/n* — 4  =  ^^?  <lii'  est  impossible. 

7.  Equations  x^=:yz(y-i-z),  x^y-^-y^  z-{-Z'X=o. 
—  Je  m'occuperai  maintenant  de  l'équation 

(1)  x^  =  yz(y  -\-z). 

On  peut  la  traiter  d'une  façon  spéciale  comme  il  suit. 
Supposant  z  différent  de  zéro,  divisons  par  5^,  et  rem- 

plaçons  —  par  x  ef^  par  y.  Alors 

(2)  373  =  7(7-+-!), 

^  ety  étant  ici  des  nombres  rationnels,  tandis  que  x, 
y  ei  Z  dans  (1)  sont  des  entiers. 

De  même  que  ci-dessus,  considérant  (2)  comme 
l'équation  d'une  cubicjue,  le  point  (o,  —  i)  tombe  sur 


(')  Encycl.  des  Se.  math,  jnires  et  appl.,  t.  I,  vol.  III,  p.  •><). 
four  plus  de  détails,  voir  B.  FiiKNini.i:  dh  Iîf-SSV,  Traite  des 
triangles  rectangles  en  nombres,  p.  iT)-!;. 
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cette  courbe.  Nous  prendrons  alors  la  ligne  droite 

(3)  y-]-i  =  mx, 

et  nous  chercherons  les  points  d'intersection  de  la 
droite  et  de  la  cubique  dont  les  coordonnées  sont  des 
nombres  rationnels.   Eliminant  y    entre  (2)  et  (3),  il 

vient 

x^  =  m  -  X  —  m. 

Pour  que  cette  équation  quadratique  en  x  soit  vérifiée 
par  des  valeurs  rationnelles  de  ni  et  de  ^,  il  faut  que 
son  déterminant 

(4)  m'^  —  ^m 

soit  le  carré  d'un  nombre  rationnel.  Cependant,  cela  ne 
peut  être,  comme  nous  allons  le  voir. 

Le  professeur   Hurwitz  (')   a  montré  que  les  deux 
équations 

et 

sont  l'une  et  l'autre  à  la  fois,  ou  résolubles,  ou  non 
résolubles  en  entiers  différents  de  zéro. 

Si  nous  particularisons  en  posant  m  =  2,  n=  i  ^  nous 
voyons  que  la  première  équation 

(  5  )  x^y  -r- y- z  -^  z- X  =  o 

est  insoluble,  car  la  dernière 

l'est  elle-même  en  vertu  du  théorème  de  Fermât. 
Essayons  maintenant  de  résoudre  l'équation  (5)  par  la 
méthode  que  nous  venons  d'employer  souvent  ici-même. 

(')  Math.  Ann..  Bd  LXV,  1908,  p.  /pg. 


(  '65  ) 
Supposant  z  dlfFéient  de  zéro,  divisons  par  s"^  el  rem- 
plaçons -  par  x^  et^  par  y;  nous  avons  alors 

(6)  X^J/  -f-j2-f-  a?  =  o, 

X  ety  élanl  maintenant  des  nombres  rationnels,  tandis 
que  jc,  y,  z  dans  (5)  sont  tous  des  entiers. 

Considérant  (6)  comme  l'équation  d'une  cubique,  le 
point  (o,  o)  tombe  siir  cette  courbe.  Prenons  la  droite 

(;)  y  =  mx 

et  essayons  de  trouver  les  points  d'intersection  à  coor- 
données rationnelles  de  cette  droite  et  de  la  cubique. 
Eliminantj^  entre  (6)  et  (7),  nous  avons 

mar^-j-  ni'^x  -4-1  =  0, 

équation  quadratique  en  x  dont  le  discriminant 
m*  —  ^m  doit  être  le  carré  d'un  nombre  rationnel. 
Mais  cela  ne  peut  être;  car  aulrement  l'équation  (5) 
deviendrait  résoluble,  ce  (|ui  est  absurde.  Ce  discrimi- 
nant n'est  autre  qne  le  discriminant  (4).  Donc  l'équa- 
tion (2)  est  insoluble  en  nombres  rationnels,  et  par  suite 
l'équation  (i)  est  insoluble  en  nombres  entiers,  si  l'une 
au  moins  des  inconnues  n'est  j)as  nulle. 

Ed.  Lucas  (')  a  démontré  qu'une  condition   néces- 
saire et  suffisante  pour  que  l'équation 

(8)  x^ -\- y^  —  A 33=0 

soit  résoluble  en  nombres  entiers  est  que  A  appartienne 
à   la  forme   ab{a-\-  b)    préalablement    débarrassée   de 


(')  Noiw.  Ann.  de  Math..  2'  série,  t.  XVIt,  1878,  p.  \i:). 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XVr.(\vril  191G.)  12 


(  >66) 
ses  facteurs  cubiques,  c'est-à-dire  qu'on  ait 
(9)  Ac3=aè(a  +  6), 

a,  ^,  c  étant  des  entiers. 

Posons  A  =  I  ;  alors  (8)  n'est  pas  résoluble,  de  sorte 
que  la  relation  c='=  ab{a  -f-  6),  qui  n'est  autre  que  (1), 
est  impossible  en  nombres  entiers. 

Ainsi  l'équation  (i)  est  impossible.  Remplaçons  z 
par  jK  +  I  ;  elle  devient  alors 

y{y-\-i){iy-^\)^x^        ou        6^^ ^ ^  x^ 

En  employant  le  raisonnement  par  lequel  nous  avons 
démontré  ci-dessus  que  le  produit  de  deux  ou  de  trois 
entiers  consécutifs  quelconques  ne  peut  pas  être  la 
^ièmc  puissance  d'un  entier  (ai>2),  nous  pouvons  dé- 
montrer l'impossibilité  de  l'équation 


■ — ■  nr"^ 


en  nombres  entiers,  et  aussi  l'impossibilité  de  l'équa- 
tion 

en  nombres  entiers,  puisque  deux  quelconques  des 
trois  nombres  J,  JK  -i-  1 ,  27  H-  i  sont  premiers  entre 
eux. 

De  là,  le  sextuple  de  la  somme  des  carrés  des 
m  premiers  nombres  entiers  ne  peut  être  la  n'*"""" puis- 
sance d^ un  entier. 

D'après  le  théorème  de  Lucas  cité  plus  haut,  la 
relation 

(10)  Zc^  =  ab{a-^b) 

ne  peut  être  vérifiée,  puisque  l'équation 

x^  -\-  y^  —  3^'  =  o 
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est  impossible.  Si  dans  (lo)  nous   posons  ^  =  « -|- i , 

nous  avons 

3  c-^  =  a  (  a  -i-  I  )  (  2  «  -h  1  ). 

De  là,  le  triple  de  la  somme  des  carrés  des  m  pre- 
miers nom.hr es  entiers  ne  peut  être  la  n^^"^^ puissance 
d^un  entier  (/i  >  2). 

On  sait  que  la    somme  des  cubes  des   m  premiers 

nombres  entiers  est  égale  au  carre     — ^^ •  Mais 

11        5     ^                      I            •           m  (  /M  -h  I  )     , 
elle  n  est  pas  un  cube,  puisque n  en  est  pas 

un,  d'après  la  démonstration  de  Legendre. 

8.  Equation  x"^  =^  z (yx'^  "±1  y"^) ,  —  Nous  pouvons 
traiter  quelques  autres  équations  cubiques  trinômes 
indéterminées  et  homogènes  par  les  méthodes  appli- 
quées ici.  Les  équations  étudiées  ci-dessus  sont  toutes 
impossibles  en  général.  Les  suivantes  sont  au  contraire 
possibles  : 

En  effet,  comme  dans  ce  qui  précède,  prenant  la  droite 

y  ■=.  m.{^x — i)     et     la     cubique    x'^  ^=.  x^  lïi  y"^ ^    nous 

avons 

37*  =  zb:  m2(iP  —  i); 

de  sorte  que  ^  —  i  ou  i  —  x  doit  être  un  carré. 
Si  .r  —  I  est  un  carré  ci^  [a  rationnel),  on  a 

,  ,      I  +  «^  ,     a2  f  I  +  «2  ^ 

ic  =  I -f- a',  m  z=±  ,  y  r=  ±  — ^ -. 

a  -^  a 

De  là,  remplaçant  a  par  ^  i  nous  trouvons  pour  x^  y^  :?, 
dans  l'équation  (i),  avec  le  signe  -h, 
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Un  résultat  semblable  se  présente  dans  le  cas  où 
I  —  X  est  un  carré. 

Si  dans  l'équation  (i)  on  prend  le  signe  — ,  les  va- 
leurs de  x^  y,  z  sont  respectivement 


[K'I] 

SOLllTIOK  DU  PROBLÈME  DE  PAPPUS  GÉNÉRALISE  ; 

Par  m.  Joseph  JOFFROY, 
Professeur  honoraire. 


Ce  problème  peut  s'énoncer  ainsi  :  dans  un  angle 
quelconque  X0\  ou  to  inscrire  une  droite  SS'  de  lon- 
gueur /  donnée  et  passant  par  P,  |)oint  de  la  bissectrice 
de  iù.  Jusqu'à  ce  jour  le  cas  particulier  de  w  droit 
a    été    seul    résolu    par    l'emploi    d'une    équation  du 


deuxième  degré.  P  (voù'  la  figure)  est  déterminé  par  le 
losange  A' OAP  de  colé  a.  Posons  OS  =:z  .a?,  OS'  =  y. 
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Les  triangles  semblables  OS'S,  APS  donnent 

(i)  —  =  ou  xv  —  o,{,oc -\- y)' 

a        X  —  a 

Dans  le  triangle  OSS',  on  a 

^2_t_  ^2 —  'ixy  cosa»  =  l- 
ou 

(2)  {^-^yY —  2  37^(1  -t-  COSCO)  =  /2^ 

Eliminant  xy  entre  (i)  et  (2),  j'obtiens 
(E)  {x  -^  yY  —  2a(i-h  cosw)  {x  -\-  y) —  l"^  —  o^ 

équation  du  deuxième  degré  en  x -^  y  dont  la  racine 
positive,  qui  convient  à  mon  problème,  est 


X  -V-  y  ■=.  a{\  -^  cos  w )  -4- /a^ (  1  -1-  cos w )2 -}-  /^  =  A. 

J'ai  donc  _^ 

X -\- y  .^  k 

et 

a;^  =  Art. 

On  sait  construire  x -^  y  et  S/xy^  puis  :r  et  y-  On 
calcule  :r  et  y  qui  sont  les  racines  de 

(E')  52— AzH-Art  =  o. 

X  =  OS  étant  connu,  la  sécante  SS'  est  déterminée.  La 
sécante  symétrique  de  celle-ci  par  rapport  à  la  bissec- 
trice est  la  seconde  solution.  ]^a  valeur  absolue  de  la 
racine  négative  de  l'équation  (E)  déterminerait  les 
deux  autres  droites,  solutions,  Tune  dans  Tangle  YOX', 
l'autre  dans  XOY'  :  on  le  vérifiera  en  supposant, 
comme  je  l'ai  fait,  le  problème  résolu. 

Si  j'avais  éliminé  x  ou  y  au  lieu  de  xy  ou  x-\- y^ 
j'aurais  obtenu  une  équation  complète  du  quatrième 
degré  et  j'en  aurais  conclu  que  le  problème  général  de 


(  17^  ) 
Pappus  ne  peut  pas  être  résolu  graphiquement  :  c'est 
ce  qui  a  été  cru  jusqu'à  ce  jour.  Quant  aux  quatre 
racines  de  cetle  équation  du  quatrième  degié  en  x  ou 
Qii  y,  leurs  valeurs  sont  celles  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion (E).  En  résolvant  l'équation  du  quatrième  degré 
on  obtiendrait  des  expressions  égales  à  celles  que  j'ai 
trouvées  ci-dessus,  mais  bien  plus  com])liquées  (ce 
serait  un  exercice  de  concours). 

Voici  une  solution  de  mon  problème  plus  élégante 
que  ma  précédente. 

Soit  OJ  =  R  perpendiculaire  à  la  sécante  SS' qu'il 
s'agit  de  placer.  J'ai  encore 

xy  =  a{x  +  ^),  {x  -f-  yY —  ixy{i  -4-  cosw)  =  /-. 

J'ai  aussi 

xy  sinio  =  R  /, 

double  du  triangle  OSS^ 

Eliminant  xy  el  x -\- y  entre  ces  trois  équations, 
j'obtiens 

(  J)  /R2 —  2a*  sinto(i  -H  cosw)  R  —  a^l  sin^to  =  o, 

R  =  ^  ^1"  ^"^  [ a  (  1  +  costo)±:v/a2(n- cosa>)2H-  ^2]. 

La  valeur  positive  de  R  convient  pour  la  construction 
de  SPS'.  Sa  valeur  négative  convient  pour  la  construc- 
tion de  la  sécanle  S,S',  P,  solulion  dans  YOX' (on  le 
vérifieia).  J'ai  donc,  si  j'appelle  R)  la  perpendiculaire 
OJ,  à  cetle  sécante 

«sincor         ^  ^        /— — — z--\ 

Ri  =  — - —  [—  a(i  -1-  cosw)  -i-v<«-(i  -h  cosw)--f-  l-\, 

avec 

_.        asintor     ,  , — ; — —-\ 

K= [r^i -i- cosw) -+-y/a-(i -h  cosw)2-4- /2  J. 
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J'abaisse  PB  perpendiculaire  à  OX  :  j'ai 

a  sin#  =  PB  =  6,  a(i  H-  cosw)  =  OB  =  c, 

et  je  puis  écrire 

i^  t  

On  voit  que  R,  R^  n'exigent  que  la  construction  d'un 
seul  triangle  rectangle  et  de  deux  quatrièmes  propor- 
tionnelles. 

Construction   la  plus  rapide  de  R,  R,.  OK  =  /  est 

perpendiculaire  à  OX,  BK  vaut  \/c^4-/-,  OD  vaut 
c-^\/c^^  t\  OD,  vaut  —  c  +  \/c2+/^,  OE  égale 
PB  =  6.  EFest  parallèle  à  KD,  EF,  est  parallèle  à  KD, . 
La  quatrième  proportionnelle  OFvaut  R,  la  quatrième 
proportionnelle  OF,  vaut  R,.  J3e  O  je  décris  un  cercle 
de  rayon  R,  un  cercle  de  rayon  R|.  De  P  je  leur  mène 
les  tangentes  PJ,  PJ,  et  leurs  symétriques  par  rapport 
à  la  bissectrice  de  XOY.  Les  quatre  tangentes  sont  les 
quatre  solutious  du  problème  de  Pappus  que  j'ai  géné- 
ralisé et  résolu  grâce  à  un  changement  de  variable, 
grâce  à  une  idée  bien  simple,  celle  de  remplacera;^  ~^ y' 
par  (x  -h  yy —  "ixyl 
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Al  SUJET  mm  ^OTE  de  m.  FO^TENÉ;      ^ia.4.y&/3^ 

Par  m.  r.  BRIGARD. 


Dans  une  Noie  récente  (A^  Â.,  *9*^5  P*  5'^)? 
M.  Fontené  a  proposé  l'étude  d'une  surface  définie  de 
la   manière    suivante    :   Etant  donnés  six   points  dans 


(  I?^  ) 

l'espace,  à  tout  point  M  correspond  un  point  M'  tel 
que  toutes  les  quadriqiies  du  réseau  ponctuel  déterminé 
par  les  six  premiers  points  et  par  le  point  M  passent 
aussi,  en  vertu  du  théorème  de  Lamé,  par  le  point  M'. 
M.  Fontené  observe  que  les  droites  MM'  forment  une 
congruence,  à  savoir  la  congruence  des  cordes  de  la 
cubique  gauche  (F)  qui  passe  par  les  six  points,  et  que 
sur  toute  droite  de  cette  congruence  les  couples  (M,  M') 
sont  en  involution.  La  surface  dont  il  s'agit  est  le  lieu 
des  points  doubles  de  ces  involutions. 

Soient  (D)  l'une  des  droites  de  la  congruence  dont 
il  s'agit  et  P  un  point  double  de  l'involution  corres- 
pondante. Le  point  P  est  tel  que  toutes  les  quadriques 
qui  contiennent  ce  point  et  les  six  points  donnés  sont 
tangentes  en  P  à  (D),  ou  ont  un  point  double  en  P.  On 
peut  dire  aussi  que  toutes  les  quadriques  tangentes 
en  P  à  (D),  ou  ayant  un  point  double  en  P,  et  passant 
par  cinq  des  points  donnés,  passent  par  le  sixième. 
Ainsi  le  cône  du  second  degré  qui  a  son  sommet  en  P 
et  qui  passe  par  les  cinq  premiers  points  passe  par  le 
sixième  point.  Autrement  dit,  le  point  P  est  sommet 
d'un  cône  de  second  ordre  passant  par  les  six  points. 

Réciproquement,  tout  point  qui  est  sommet  d'un 
cône  du  second  degré  passant  par  les  six  points  est  un 
point  P,  car  il  passe  par  ce  point  une  corde  de  la 
cubique  gauche  (F)  et  ce  point  est  un  point  double  de 
l'involution  qui  a  eu  lieu  sur  cette  droite. 

La  surface  signalée  par  M.  Fontené  n^ est  donc 
autre  que  la  surface,  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
second  ordre  passant  par  six  points  donnés.  Cette 
surface  est  bien  connue  sous  le  nom  de  sur/ace  de 
ÎVeddle.  Elle  est  du  qualrième  ordre.  Elle  contient  la 
cubique  gauche  (F)  qui  passe  par  les  six  points,  puis- 
qu'un cône  ayant  son  sommet  sur  la  cubique  et  ayant 


(  '73) 
la  cubique  pour  directrice  est  un  cône  du  second  degré. 
Une  droite  de  la  congruence  est  une  corde  de  cette 
cubique  et  rencontre  encore  la  surface  en  deux  points 
P  el  Q,  sommets  de  deux  cônes  du  second  degré  pas- 
sant par  les  six  points,  et  points  doubles  de  l'involution 
sur  la  droite;  comme  les  points  d'appui  de  la  droite  sur 
la  cubique  fornient  un  couple  de  l'involution,  les  deux 
points  P  et  Q  forment  avec  ces  deux  points  d'appui  une 
division  harmonique. 

La  surface  de  Weddle  contient  évidemment  les 
quinze  droites  joignant  deux  à  deux  les  six  points 
donnés;  évidemment  aussi,  sur  chacune  de  ces  droites 
qui  sont  des  cordes  de  la  cubique  gauche  (F),  l'invo- 
lution (M,  M')  est  illusoire,  puisque  les  quadriques  du 
réseau  qui  passent  par  un  point  de  la  droite  contiennent 
la  droite  tout  entière. 

11  est  clair  aussi  que  la  surface  contient  les  dix  droites 
dont  chacune  est  l'intersection  du  plan  contenant  trois 
des  six  points  avec  le  plan  contenant  les  trois  autres. 
Ainsi,  quand  on  se  donne  le  point  M  sur  une  des 
droites  en  question^  les  quadriques  du  réseau  ponc- 
tuel déterminé  par  les  six  points  donnés  et  par  ce 
point  sont  tanf^entes  en  M  à  une  même  droite  (D), 
corde  de  la  cubique  gauche  (F)  passant  en  M;  le 
pointM  est  un  point  P  sur  cette  droite  (D)  ;  le  point  Q, 
second  point  double  de  l'involution  sur  la  droite,  est 
le  conjugué  du  point  M  par  rapport  aux  points  d'appui 
de  la  droite  sur  la  cubique. 

L'étude  de  la  surface  de  Weddle  a  occupé  divers 
géomètres,  parmi  lesquels  ou  peut  citer  Cajlev, 
R.  Sturm,  Schottkv,  G.  fïumbert. 


(   ^74  ) 


GORRËSPOI^DANCE. 


M.  A.  Pellet.  —  Au  sujet  de  la  question  2118.  — 
Dans  sa  solution  de  cette  question,  une  légère  inad- 
vertance a  fait  discuter  à  M.  Vaulot  (191  5,  p.  074)  ^^^ 


courbe  tout  autre  que  celle  que  j'indiquais.  Pour  fixer 
les  idées,  supposons  e  e\.  m  positifs  dans  l'équation 

X  —  e  sin  (  /«  H-  07)  =  G, 

et  inférieurs,  e  -a  -7  m  k  v:.  On  voit  que  l'angle  en  M 
est  ée:al  à  x,  et  AM  =  -: —  =  p.  La  relation 

o  '  fil  n  o?  k 


A  — B        a  —  b  A-+-B 

si 

a      _      b 
siiiA        siiiB 
donne  ensuite 

/          /n\        p  ->r--e  m 

tansT  (  .r  -i )  =  ■ tan»  — 

*'\  2/       p  —  e        ""  -1 

Lorsque  x  varie  de  o  à  e,  le  second  membre  va  en 
diminuant,  tandis  que  le  premier  va  en  croissant;  donc 
en  attribuant  à  x  une  valeur  entre  o  et  e  dans  le  second 

membre  (xq)^  la  valeur  correspondante  de  tang  f  .r  H 


(  >-5) 
donne  pour  x  une  quantité  x^ ,  et  Ja  racine  de  l'équation 
est  comprise  entre  x^  et  J7,  ;  on  a  donc  ainsi  un  moyen 
pour  l'approcher  indéfiniment.  En  particulier,  en  fai- 
sant ^0=  ^1 

el  la  racine  est  comprise  entre  x^  et  e. 

M.  d'Ocagne.  —  Au  sujet  des  enveloppes  de  cercles 
et  des  caustiques.  —  Le  théorème  généml  sur  les 
centres  de  courbure  des  enveloppes  de  cercles,  (jui 
figure  dans  une  Note  récente  de  M.  Goormaghli^h 
{Nouvelles  A  finales^  ^9^6?  P-  ^)i  ^^^j  ^^  ^^  reconnaît 
sans  peine,  identique  à  celui  qui  constitue  la  seconde 
partie  de  lu  question  2169,  dont  une  démonstration 
géométrique  extiémement  simple  vient  de  paraître 
dans  ce  Recueil  (191 5,  p.  4^5;  noie  au  bas  de  la  page) 
et  qui  provient  d'une  Note  que  j'ai  publiée  naguère 
dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées  (9.''  semestre 
1888,  p.  76). 

On  peut  remarquer  aussi  que  la  construction  par 
points  des  caustiques  par  rél'raclion,  obtenue  par 
M.  Goormaghtigh  (loc.  cit..,  p.  3o),  est  celle  même  qui 
se  rencontre  dans  les  Principes  et  Développements 
de  Géométrie  cinématique  de  Mannheim  (p.  66). 
Cette  construction  est,  au  reste,  moins  simple  que 
celle  de  Cornu,  dont  une  démonstration  géométrique 
a  paru  dernièrement  dans  ce  Recueil  (191."),  p.  5o8). 


(  »76) 


NÉCROLOGIE. 


F.    FARJON. 

Nous  venons  d'apprendre  avec  un  profond  regret  le 
décès  d'un  tidèle  collaborateur  des  Nouvelles  Annales 
depuis  de  longues  années. 

Ferdinand  Farjon  est  mort  accidentellement  à 
Bouiogne-sur-Mer,  le  25  mars  dernier.  Ancien  élève  de 
l'Ecole  Polytechnique  (promotion  de  1860),  il  occupait 
une  importante  situation  industrielle,  avait  été  député 
du  Pas-de-Calais,  et  était  président  de  la  Chambre  de 
Commerce  de  Boulogne. 

Il  avait  un  goût  prononcé  pour  les  Sciences  mathé- 
matiques; il  y  montrait  des  qualités  1res  personnelles 
et  une  sagacité  remarquable. 

Récemment  encore  (numéro  de  février  1916),  nous 
avions  inséré  quelques  lignes  intéressantes  de  lui, 
dans  notre  <(  Correspondance  ». 

En  exprimant  à  sa  famille  nos  condoléances  les  plus 
sincères,  nous  sommes  assurés  d'être  les  fidèles  inter- 
prètes de  nos  lecteurs.  Mais  aux  regrets  que  cause  la 
disparition  d'une  belle  intelligence  vient  s'ajouter, 
pour  nous,  la  tristesse  de  perdre  un  ami  personnel, 
dont  les  hautes  qualités  morales  forçaient  l'admiration 
de  ceux  qui  l'ont  connu.  G. -A.  L. 


(  Ï77  ) 


SOLUTIONS  DE  QLESTIOIVS  PROPOSÉES. 


606  et  607. 

(  1862,  p.  29  et  30.) 

(>06.  En  ordonnant  le  discriminant  A  de  l'équation 
ax'*  H-  4  bx^  -T-  6  cx'^  -h  4  dx  -4-  e  =  o , 

suivant  les  puissances  de  e,  posant 

A  =  Ae3 -4- 3  Be2  H- 3  Ce  4- D  ; 

démontrer  qu'on  a 

A2  D2  —  6  ABGD  -^-  \  AG^  -r-  4  B«  D  —  3  B^  G^ 
=  —  729  {a^d-\-7.b^—  3 abc  )2 

X  (a2^-2  — fiaôcrf-h  4ac3-f-462^  — 362c2)3. 

MlCHAEL  ROBERTS. 

607.  Soit  s,,  la   somme   des   puissances   r  des  racines  de 
l'équation 


ax^  -^  ')bx'*  -h  locx^H-  iodx^-+-  jex  -\-f  =  o. 


Posons 


a^  X 


So  S\  S>  s  3 

S\  S->  5,-[  A'4 

So  S.i  A'v  ^5 

•^3  ■''V  "S;;  '^c 


=  P/^-H2Q/-^h, 


alors  P,  Q,  R  /t<?  renferment  pas  /.  Si 


Sq     Si     s  2 
Si     s-,     s  3 

s,       S3       .Ç; 


(  ■7») 

démontrer  qu'on  a  la  relation  suivante 

Q2_PR  =  o. 


MiCHAEL  ROBERTS. 

Solution 
Par  M.  H.  Brocard. 

Ces  deux  questions  sont  tirées  d'un  article  Sur  quelques 
théorèmes  d'algèbre  par  Michael  Roberts,  publié  dans  les 
Annales  de  7'ortolini,  t,  IV,   18G1,  p.  5  i . 

Cet  article  contient  la  démonstration  désirée  ou  les  indi- 
cations nécessaires  à  la  solution. 

Le  lecteur  voudra  bien  s'y  référer. 

851. 

(1868,  p.  138.  ) 


Trouver  la  suite  des  fonctions  de  Sturni  pour  V équation 

i. 
G.  Darboux. 


qui  donne  tang  —  quand  on  connaît  tan  g  a 


Solution 
Par  M,  H.  Brocard. 

L'étude  proposée  a  été  traitée  ici. 

i"  1880,  p.  76-81  :  Sur  une  application  de  la  méthode  de 
Sturm;  par  C.  Riehler  ; 

'jt"  1880,  p.  149- 1 52  :  Sur  une  classe  d'équations  algé- 
briques   dont   toutes    les    racines    sont    réelles;    par    C. 

RiEHLKR  ; 

3"  1880,  p.  3i24-.i')6;  Sur  quelques  propriétés  des  équations 
algébriques  qui  ont  toutes  leurs  racines  réelles;  par  E. 
Laguerre ; 

4°  1887,    p.  5-9;   Sur  l'équation  de  degré  m    qui   donne 

tang  —  lorsque  Von  connaît  tang  a\  par  C.  Bieiilkr. 

La  question  80I  n'ayant  pas  été  rappelée  de  façon  particu- 
lière dans  les  quatre  articles  susmentionnés,  a  dû  être  consi- 
dérée jusqu'à  présent  comme  non  résolue;  mais  il  est  certain 
que  ceux-ci  renferment  tous  les  éléments  voulus  pour  la 
solution  désirée. 


(   »79) 
1359. 

(1881,  p.  I44-) 

A.BG  étant  un  triangle  donnée  on  le  coupe  par  une 
sécante  qui  détermine  sur  ses  côtés  ou  leurs  prolongements 
six  segments  tels  que  le  produit  de  trois  d'entre  eux  non 
consécutifs  soit  constant  :  Trouver  l'enveloppe  de  la  trans- 
versale. •  •   Barbarin. 

Solution 
Par  l'auteur. 

ABC  étant  pris  pour  triangle  de  référence,  la  transversale 

ux  -\-  vy  -\-  wz  =  o 

a  pour  équation  tangentielle 

(i)  2U2(V-4-W)  — KUVW  =  o, 

en  posant  pour  abréger 

U=-,      V  =  ^,      W  =  -,      \  =  ax,      Y  =  by,      Z  =  cz, 
a  b  c  *^ 

et  appelant  K  une  constante.  L'équation  (i)  peut  se  ramener 
à  la  forme  plus  commode 

(2)  (U  -h  V)  (V  +  W)  (W  -+-  U)  -  K'UVW  =  o 

qui  accuse  une  courbe  de  troisième  classe  tangente  aux  trois 
côtés  du  triangle  et  aux  trois  parallèles  menées  par  les 
sommets. 

1631. 

(1885,  p.  218;   1915,  p.  .',72.) 

Le  parallélépipède  construit  sur  trois  génératrices  quel- 
conques dun  hyperholoïde  à  une  nappe  a  un  volume  cons- 
tant. Ghnty. 

Dei  xiKME  Solution 
r.r  M.  .1 .  Lkmaihi:. 

Soit  yVBGDEFGII  le  paiallélépipèdc  construit  sur  les  trois 
génératrices  de  morne  espèce  AU,  FG,  DH  d'un  hyj)erboloïde 
à  une  nappe;  il  suffit  évidemment  de  prouver  que  son  volume 


(  -80  ) 

ne  change  pas  quand  on  remplace  une  seule  des  trois  généra- 
trices, DH  par  exemple,  par  une  autre  de  même  espèce  ;  celle-ci 
doit  couper  AD  et   GH,  qui   sont  des   génératrices  de   l'autre 


espèce,  en  des  points  D'  et  H'.  AB  et  FG  restant  fixes,  il  en 
est  de  même  de  GH  et  AD,  les  points  D'  et  H'  déterminent 
sur  AD  et  GH  des  divisions  homographiques,  et  Ton  a  une 
relation  de  la  forme 


l.  AD'.  GH'  +  |jt  AD'  -4-  V.  GH' 


o. 


En  supposant  que  D'  vienne  en  A,  puis  H'  en  G,  puis  D' 
et  H'  en  D  et  H,  on  obtient 

ÂD'.GÏÎ'  =rÂD.GH. 

Le  parallélogramme  EFGH  conserve  donc,  quand  on  fait 
varier  la  génératrice  DH,  un  angle  fixe  en  G  compris  entre 
des  côtés  dont  le  produit  est  constant;  par  suite  son  aire  est 
constante;  et  comme  la  hauteur  correspondante  du  parallélé- 
pipède est  invariable,  son  volume  reste  bien  constant. 

1551. 

(  1883,   p.  488.  ) 

Trouver  une  courbe  plane  telle  que  le  produit  des  dis- 
tances d^un  point  fixe  à  deux  de  ses  tangentes  parallèles 
soit   constant.   Les    coniques   sont    des    cas    particuliers . 

Bakbarin. 


(  '8i  ) 

Solution 

Par  l'auteur. 

La  question  n'est  pas  déterminée.  Le  point  fixe  étant  pris 
pour  origine,  la  tangente  mobile 

*  X  cos  a  -t-  j'  si  n  a  =  a  fia') 

satisfait  à  la  condition  imposée 

OPxOP'  =  ±a2 
si 

(0  /(a)/(a  +  7r)==±,. 

11  y  a  évidemment  une  infinité  de  fonctions  résolvant  cette 
équation.  Avec  le  signe  positif,  la  fonction  y(a)  est  pério- 
dique (période  27r).  Des  solutions  particulières  étant  trou- 
vées, toutes  leurs  puissances  rationnelles  ou  non,  et  leurs 
produits  ou  quotients  sont  aussi  des  solutions.  Le  problème 
comporte  des  courbes  algébriques,  par  exemple  le  cercle 
pour 

les  coniques  pour 


y(a)  =  y/K  cos'^a  -h  sin^a  —  y/K  —  i  cosa, 

mais  aussi  des  courbes  transcendantes,  par  exemple  celle  qui 

correspond  à 

y*(a)  =  e*'"« 

et  qui  a  la  forme  de  la  méridienne  de  Vœuf. 

Avec  le  signe  négatif,  la  fonction  y(a)  est  encore  pério- 
dique. Exemple  : 

/(a)  =  tang^. 

La  famille  des  courbes  proposées  a  une  liaison  remarquable 
avec  les  courbes  appelées  anallagmatiques  par  Moutard  ;  ce 
sont  celles  qui  ont  pour  podairc  par  rapport  à  l'origine  une 
anallagmatique;  on  peut  donc  les  désigner  par  le  terme  d'a/i- 
tipodaires  d' alla f^ mat i(j ues ;  la  courbe  du  dernier  exemple 
est  une  antipodaire  de  strophoïde. 

Afin,  de  Matliéniat.,   j*  série,  t.  X.VL  (Avril  191'^.)  '3 


l- 


(  182  ) 

1678. 

(1894,  p.  4.) 


y 


Lieu  des  sommets  et  enveloppe  des  axes  des  paraboles 
conjuguées  par  rapport  à  un  triangle  fixe. 

A.  Cazamian. 

Deuxième  Solution  {}) 
Par  M.  H.  Brocard. 

Cette  question  parait  malaisée  à  traiter  par  l'analyse,  en 
raison  de  la  complication  des  calculs  et  de  la  difficulté  de 
dégager  les  résultats.  Cependant  elle  devient  plus  abordable 
après  intervention  de  quelques  propositions  classiques,  énon- 
cées à  diverses  reprises  dans  ce  Journal. 

Certaines  propriétés  remarquables,  particulièrement  utiles 
à  l'étude  des  paraboles  ici  désignées,  permettent  surtout  de 
dessiner  rapidement  la  configuration  géométrique  de  ces 
coniques  et  d'aboutir  ainsi  à  une  autre  forme  de  l'énoncé  se 
prêtant  mieux  à  l'analyse,  et  dispensant  d'évaluer  le  paramètre 
de  la  parabole  pour  lui  substituer  la  description  d'un  lieu 
géométrique  (A)  déduit  d'un  triangle  et  du  cercle  circonscrit, 
et  qui  a  été  maintes  fois  étudié  ici  et  ailleurs  :  l'hypocycloïde 
triangulaire,  enveloppe  de  la  ligne  pédale  (ou  droite  de 
Wallace  ou  de  Simson). 

Rappelons  donc  les  principales  propriétés  des  paraboles 
conjuguées  à  un  triangle  ABC  : 

a  Leurs  foyers  sont  sur  le  cercle  d'Euler  ou  des  neuf  points 
du  triangle  ABC. 

J.  Griffiths,  question  742,  1865,  p.  429,  résolue  1866,  p.  227 
et  retrouvée  par  L.  Painvin,  1867,  p.  443. 

Voir  Note  Weill,  1888,  p.  43o. 

b.  Leurs  directrices  passent  par  un  point  fixe  qui  est  le 
centre  O  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

G.  Salmon,  1860,  p.  348. 

J.  Koehier,  Exercices  de  Géométrie  analytique.^  t.  I,  1886, 
p.  194. 


\})  Voir  lyiG,  p.  \'i.. 


(   '«3  ) 

Poujade,  /.  de  Math,  spéc,  question  228,  résolue  1890, 
p.  -259 . 

c.  Elles  sont  inscrites  au  triangle  A'B'C  des  milieux  des 
côtés  du  triangle  ABC. 

Ce  triangle  A'B'C  est  inscrit  au  cercle  d'Euler,  lieu  du 
foyer  F. 

J.  Griffiths,  1866,  p.  9.27. 

La  question  est  ainsi  ramenée  à  : 

Construire  une  parabole  inscrite  à  un  triangle  A'B'C,  ayant 
son  foyer  en  F  (  sur  le  cercle  A'B'C)  et  dont  la  directrice  passe 
par  un  point  fixe  O  (centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC  déduit  du  triangle  A'B'C  par  des  lignes  parallèles); 

Autrement  dit  : 

Construire  la  parabole  inscrite  à  un  triangle  et  dont  le 
foyer  est  en  un  point  donné  du  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle. 

Depuis  que  la  question  a  été  proposée,  il  est  à  croire  que 
nombre  de  collaborateurs  ont  du  entreprendre  une  étude 
géométrique  et  faire  intervenir  certaines  propositions  des 
paragraphes  (a)  (6)  (c).  Peut-être  même  sont-ils  parvenus  à  la 
description  du  lieu  (A),  mais  alors  ils  ont  été  rebutés  par  la 
complication  analytique. 

Cependant,  ils  auraient  pu  reconnaître  une  question  anté- 
rieure à  la  proposée,  et  dont  il  est  fort  possible  qu'elle  ait 
inspiré  l'énoncé  1678,  mais  il  fallait  s'en  souvenir.  Il  s'agit  de 
la  question  1505,  de  M.  d'Ocagne  (1884,  p.  4^7). 

La  question  1678  n'ayant  pas  retenu  mon  attention,  ce  n'est 
qu'à  l'occasion  de  la  revision  des  questions  demeurées  non 
résolues  que  je  fus  amené  à  m'y  intéresser,  et  si  je  puis 
aujourd'hui  en  appporter  la  solution,  c'est  que  précisément  je 
me  suis  souvenu  d'avoir  étudié  en  son  temps  la  question  1505 
et  d'en  avoir  provoqué  la  solution  donnée  ici  1902,  p.  506-574. 
et  1903,  p.  4^,  par  M.  H.  Lez. 

Les  questions  1505  et  1678  étant  absolument  équivalentes, 
on  voit  que  la  solution  de  la  première  s'applique  à  la  seconde, 
et  qu'ainsi,  pour  des  paraboles  conjuguées  à  un  triangle  ABC  : 

1°  Le  lieu  des  foyers  F  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
A'B'C  des  milieux  des  côtés; 

2"  Le  lieu  des  sommets  est  une  quartique  extérieure,  tan- 
gente et  circonscrite  au  triangle; 


(  '84  ) 

3"  L'enveloppe  des  axes  esl  une  hypocycloïde  triangulaire 
tangente  au  cercle  ABC; 

4"  L'enveloppe  des  tangentes  aux  sommets  et  une  autre 
hypocycloïde  triangulaire  tangente  au  cercle  A.BC; 

5°  Les  directrices  passent  par  le  point  O,  centre  du  cercle 
ABC,  et  orthocentre  du  triangle  A'B'C. 

Note.  —   Il  y  aurait  encore  une  réponse  bien  plus  courte, 
ainsi  qu'une  référence  bibliographique  particulièrement  inté- 
ressante :   je  veux  parler   de    l'article   de    E.  Duporcq  :    Sur 
V hypocycloïde  à  trois  rebroussements.,  1902,  p.  168-T71,  où    /5 
l'on  trouve  exposées  les  remarquables  propriétés  que  voici  : 

Une  même  hypocycloïde  triangulaire  est  l'enveloppe  :  i"des 
asvmptotes  des  hyperboles  équilatères  circonscrites,  2"  des 
tangentes  aux  sommets  des  paraboles  inscrites,  3»  des  axes 
des  paraboles  conjuguées  (toutes  trois  à  un  même  triangle); 
4°  des  axes  des  paraboles  circonscrites  à  un  même  triangle. 

A  remarquer  aussi  qu'un  cercle  est  le  lieu  :  1°  des  centres 
des  hyperboles  équilatères  circonscrites,  2"  des  foyers  des 
paraboles  inscrites  à  un  même  triangle; 

Et  enfin  :  i**  que  les  hyperboles  équilatères  passent  par 
l'orthocentre  du  triangle  inscrit,  2"  que  les  directrices  des 
paraboles  passent  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
conjugué. 

Toutes  ces  corrélations  sont  intéressantes  à  retenir,  et 
c'est  pourquoi  j'ai  cru  devoir  les  rappeler  et  donner  ainsi  à  la 
réponse  1678  plus  de  développement  qu'elle  n'exigeait. 

1704  bis. 

(1895,  p.  3<)*;  1915,   p.   2S8.) 

Démontrer  que.,  si  un  triangle  se  déplace  en  restant 
inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques.,  le  centre  du  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle  décrit  une  conique.  Examiner,  en 
particulier ,  les  cas  où  cette  conique  est  un  cercle,  ou  un 
système  de  deux  droites.  M.  Weill. 

Solution 
Par  M    R.  Bouvaist. 

Désignons  par  T  les  triangles  envisagés,  par  S  et  S'  les 
coniques  qui  leur  sont  inscrite  et  circonscrite.  Ces  triangles  T 


(  "85  ) 

sont  conjugués  à  une  conique   fixe  X.  On  voit  facilement  en 
effet  que  si 


c        P        9         ^ 

S=—  -h^H =o, 


X 


a.I.o, 


y 


a  p-^  T 

Les  cercles  G  circonscrits  aux  triangles  T  sont  donc  ortho- 
gonaux au  cercle  de  Monge  de  2  ;  il  existe  de  plus  une  infinité 
de  triangles  inscrits  dans  chacun  de  ces  cercles  et  circonscrits 
à  S. 

Soit  alors 


s  =  fT 


y'i 


I 


et  soit 


0^  =  o 


(x  —  XoY'-hiy  — jKo)2 
le  cercle  de  Monge  de  S;  nous  aurons,  si 

(j:  —  a)2-+-(jK— P)2  —  r2=o 

désigne  un  cercle  G,  les  deux  relations 

[a2+  [i2_^2_  ^2_  ,.2]2 


,     fa' 


62 


a^ 


i 


=  o, 


cette   dernière    étant    la    relation    invariante    B^ — 4At)'=o 
entre  les  coefficients  de  l'équation  en  X  de  S  et  G. 

Eliminons  r^  entre  ces  deux  relations,  nous  aurons  l'équa- 
tion du  lieu  cherché  : 

(i)        \2Xox -{-ifoy  —  ^'l—yl-^-  ?^+  a2-h62]2 

—  4[rt2a72_|_  t^yi^  a^b^]  =  o. 

C'est  une  conique  dont  les  directions  asymptotiques  sont 
perpendiculaires  aux  tangentes  menées  du  point  (xo,  yo)  à  la 
conique  S. 

Ce  sera  donc  un  cercle  si  le  point  Xq^q  centre  de  la  conique  il 
est  un  des  foyers  de  S,  une  hyperbole  équilatère  ou  une  para- 
bole si  ce  point  est  sur  le  cercle  de  Monge  de  S  ou  sur  S. 

i3. 
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Pour  que  la  conique  lieu  soit  un  système  de  deux  droites, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  discriminant  de  son  équation  soit  nul, 
ce  qui  donne  la  condition 

4[è2^2   +«2^2    __«2^2]4_[^2    ^^2   _  «2  _  ^2  _  p2  ]2  ==  q. 

L'équation  de  la  conique  lieu  montre  du  reste  que  ce  sys- 
tème de  deux  droites  sera  toujours  imaginaire. 


1816. 

(1899,  p.  148:  1913,  p.  56S..) 

On  considère  les  pieds  des  quatre  normales  menées  d'un 
point  à  une  conique  C,  et  les  quatre  triangles  T  formés 
par  les  tangentes  menées  en  ces  points  à  G  :  i"  à  chaque 
triangle  T  on  peut  circonscrire  une  conique  A  ayant  les 
mêmes  axes  de  symétrie  que  C;  2"  les  normales  à  la 
conique  A  aux  sommets  du  triangle  T  sont  concourantes 
en  un  point  P;  3^  de  chaque  point  P  on  mène  la  quatrièm,e 
normale  à  la  conique  A  correspondante.  Les  quatre  nor- 
males ainsi  obtenues  sont  parallèles.,  et  leurs  pieds  sont  en 
ligne  droite.  (  E,  Duporcq.) 

Deuxième  Solution 
Par  M.  E.  Fabry. 

Soit  l'ellipse  représentée  par  les  équations 

1  —  ^2  ^t  fxY     fyV 

X  =  a ,  V  =  6> j  -      -t-  (  -^  )    =  I . 

La  normale  a  pour  équation 

iaxt(a-ht^)  —  by{\  —  f*)  —  '2c'^t{v  —  f^). 

Par  un   point  M(a7o,jKo)   on    peut  mener  quatre   normales 
dont  les  pieds  sont  donnés  par  l'équation 

(i)        6jKo^*+  i{axQ-^  c2)<3-|-  liaxQ  —  c^)t  —  byo  =  o. 

Les  quatre  valeurs  de  t  sont  liées,   quel  que  soit  le  point  M, 
par  les  deux  relations 

(2)  S?i^2'=(>>  tit2tit^=  —  I, 
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et  à  quatre  valeurs  de  t^  liées  par  ces  deux  relations,  corres- 
pondent quatre  normales  concourantes.  En  éliminant  ^4,  on  a 
la  relation 

(3)  ^1^ ^3(^1  ^2+  ^2^3-+-  ht\)  =  tx-\-ti-h  ^3. 

Les  tangentes  aux  points  tx  et  ^2  o"t  pour  équations 

bx{\  —  ^1)  -I-  laytx  =  ab{\  -f-  if), 
bx{\  —  t\)  -\-  iayt^i=  ab{i-\-  i|  )  ; 


elles  se  coupent  au  point  de  coordonnées 


(4) 


,x  =  a 


I  -+-  /U2 


,      ^1+^2 

y  =  b 


En  permutant  ^i,  t^^  ^3,  on  a  les  trois  sommets  du  triangle 
formé  par  les  trois  tangentes.  Une  conique,  ayant  les  axes  de 
coordonnées  pour  axes  de  symétrie,  a  pour  équation 


X' 


B 


=  I 


Pour  qu'elle  soit  circonscrite  au  triangle  des  trois  tangentes 
en  ti,  ij,  tz,  il  faut  que  l'on  ait 

f    ^(1  —  ^3^1)2+    ^(^3+^i)'^=(H-<3^)^ 


r.  .       .  .  .    a'i  b^ 

Ces  trois  équations,  ou  -r-  et  -rr-  sont  inconnues,  se   redui- 
'  A  " 


B 


ront  à  deux  si 


{i-tU,Y     ih+ti)'^     (,^t3tr)* 


équation  qui  est  vérifiée  d'après  l'équation  (3). 
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Si  l'on  retranche  la  seconde  équation  (5)  de  la  première,  et 
si  l'on  divise  par  t^ —  ^i,  on  a 

Les  deux  dernières  équations  (5)  donnent  de  même 


En  retranchant  ces  deux  équations,  et  en  divisant  par  tci —  ^3, 
on  a 

(7)        X  (^1  ^2  +  ^2  ^3 -t- ^3 '1  —  2)  -+-  ^    =^1^2=^2^3  +  ^3^1+2. 


En  multipliant  les  deux  membres  par  t^.   et  en   retranchant 
l'équation  (6),  on  a 

a2  62 

—  ^1  ^2  '3  —  "ô"  (  ^1  +  ^2  +  ^3  )  =  ^1  ^2  ^3 

et,  en  tenant  compte  de  l'équation  (3), 
«2        62 

^^^  "  ^   -     g   («l'2+<2^3+^3^l)  =  I. 

Des  équations  (7)  et  (8)  on  déduit 

«2  /H-S\2  62  /       2        \2  V  .....     . 

>  :=7  =    (  r;  )    )  2i  =  ti  t2+*2  ^3+  ^3  *l> 


A         \i  — S/  B         \i  — S. 

et  l'équation  de  la  conique 

On  peut  représenter  cette  ellipse,  en  fonction  de  G,  par  les 
équations 

i-S   1  —  62  VN_L_ 

Le  sommet  (4)  du  triangle  T  correspond  à  une  valeur  de  6 


(  -So  ) 

qui  doit  vérifier  les  deux  équations 

I  — X  1  — Q3  _   1  —  ^1^2  /    _  y  \  _1_   —  iiJlii- • 

TTT   H-62    ~    l-^-  titi'  ^'  \-h   62    ~    F-f-^l/o' 

la  première  donne 

1  —  /.^.^  1  —  ^,^2  S 

et,  en  tenant  compte  de  (  î), 

^,^     -h(t,-+-t,)     ^^, 

De  la  seconde  équation  on  déduit 

0   ^    (<|-H^2)(I  +  ^1)    ^  (t,-hh)(l-h    tl)  ^   _  ^ 

I  —  f3(*l  -T-  »2J 

h 

Les  trois  sommets  du  triangle  correspondent  aux  trois  valeurs 
de  6  égales  à  —  /i,  —  ^2,  —  f:i- 
La  relation  (3)  donne  ainsi 

610263(61 62+0203 -+-636,)  =  0,-1-02 +63 

et  montre  que  les  trois  normales  à  la  conique  (9)  sont  con- 
courantes en  un  point  P.  Les  relations  (•?.)  montrent  que  la 
quatrième  normale,  menée  de  P  à  la  conique  (9),  correspond 
à  la  valeur  64  =  —  t^. 

Le   coefficient  angulaire  de   la   normale   en  ce    point,    à  la 
conique  (9),  est 


O4  /A  _     9-/4  9,  f/ 

''■  I  — Of  V^  ^  ""  ^r^  6(i-f-X 


) 
Mais  les  équations  (2)  donnent 

I.  =  —  t;J.ti-+-L2^-t3).  /4X  =  —  f   -    i-    i-, 

'1  ^2  ^3 

(/2-I)([^-S)  =  ^.(/,-^/24-^3+  ^v)-^.  fr  "^ 7- "^ f  "+- T") 

\*1  «2  '3  'V' 

=  t,,((x-h  ti-^  ts-^-  ff,-\-  h  h  tx  -^-  t:\  i;  fl-^f'J\f2-^f\  t'i  t-^  ) 

_  _  4flrJ"u  ^ 
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en   tenant  compte  de  (i).   Le  coefficient  angulaire   est   donc 

égal  à  — ;  c'est  le  même  pour  les  quatre  normales  analogues. 

Le  pied  de  la  normale  en  64   à  la  conique  (9)    a  pour  coor- 
données 


[  —  2  1 


X  =  a 


f- 


i-f-S  i-h^l 


y  =  b{I.-l) 


En  posant 


S 1  =  ^1  H-  ^2  +  ^2  +  ^4  =  —  i 


axo 


S2  =   t\  t=i  -\-   t-2  t^-\-  t^  t'^  -\-  t!^ti^=  O, 

c^  —  axQ 
byi) 

04.  =  ^1  ^2  t:i  ti^  =  —  I , 


03  ==  t\  t<)  t'i  H—  ^2  ^3  ^4  "t"  ^3  ^4  ^1  ~f~  ^4  ^1  ^2  —  ^ 


on  a 


X  =  a 


=  a 


H-^(/',+  ^2+^3)-^!  —  ^   (7+7+7- 
\  ^1  ^2  ^3 

^4(^1+ ^2+ ^3) +  ^1  —  h  (y  -+-7--^7  ) 

\tl  t2  *3/ 

2  +  ^(S|  +  S3)  — 9.<f  _      by^ji  —  tD  —  iaxot!, 


y  = 


h 


T 

^2 


( i  —  ^^  )  by^ -\- 1  (c'^  —  aXo)ti, 


1+^? 


^-+-  7  +S3 
(4 


Remplaçons  partout  la   première  puissance  de  tt,   par  l'ex- 
pression, déduite  de  (i), 


t  =  ^ 


i  —  n 


2     ax(,{i^t'i)-hc^{t'i—i) 


On  aura 


^      (I  —  t'i)[axo(i  ^  tj)  -^  c'^jt^—  i)]  —  axoii  —  tl) 
"^  "  ^   (i^t'i)  [axo(î  -^fi)-h  cHti  -  I)]  +  cHi  -  ^*  ) 


c'' 


i-t] 


y  =  2 


axo  \i  -^  t'i 
(i  —  t'i)[ax,(i  +  <T  )  +  c'(  <l  -  i)]  +  (g^  -  ^^0)  ('  —  tï) 


4c2^2 


([  +  ^|)7o(i-^M 


7o(i  +  </7)' 
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On  en  déduit 

— — •    —  X.Tq  —  C-. 

4 

Les    pieds    des    quatre    normales    analogues    sont   sur    cette 
droite. 

Les  mêmes  calculs  s'appliquent  à  l'hyperbole,  en  rempla- 
çant b  par  bi  et  t,  par  — ti,  ce  qui  donne  les  équations  de 
l'hyperbole 

X  =  a ■  ,  y  =  b . 

Autre  solution  par  M.  J.  LEMAiRt;. 


ftÉliyiPUESSIOi\  DES  ANCIENNES  QUESTIONS  MN  RËSOLIES. 


Nous  commençons  aujourd'hui  la  publication  nouvelle  des 
énoncés  des  anciennes  questions  restées  jusqu'ici  sans  solu- 
tions. 

Elle  sera  continuée  dans  les  numéros  qui  suivront,  autant 
que  le  permettra  la  place  disponible.  Nous  espérons  que  cela 
provoquera  l'envoi  de  réponses  nouvelles,  et  de  solutions 
attendues  depuis  bien  des  années. 

En  principe,  nous  suivons  l'ordre  des  numéros  des  ques- 
tions. Cependant,  pour  celles  qui  émanent  de  trois  auteurs 
(Laguerre,  Mannheim  et  Cesâro)  aujourd'hui  disparus,  nous 
réunirons  les  questions  d'un  même  auteur,  à  cause  de  la  con- 
nexité  qui  existe  entre  plusieurs  des  énoncés. 


62  (1843,  96).—  Soient  un  nombre  quelconque  m  âe  points 
donnés  et  n  un  nombre  entier  moindre  que  {m — i);  on 
peut  déterminer  (n-h  i)  points  tels  que  si,  des  points  donnés 
et  des  points  trouvés,  on  mène  des  lignes  droites  à  un  autre 
point   quelconque,   la   somme   des   puissances    .>.n   des    lignes 


(  19^^  ) 

menées  des  m  points  donnés  soit  à  la  somme  des  puissances  'in 
des  lignes  menées  des  autres  points,  comme  m  est  à(/i  -i-  i). 

M.  S  TE  W  ART. 

126  (1846,  448).  —  Est-il  possible  de  démontrer  que  2*^2  est 
une  quantité  irrationnelle? 

266  (1852,  4oi>  —  Soient  trois  axes  rectangulaires;  on  les 
divise,  à  partir  de  l'origine,  chacun  en  parties  égales  à  l'unité; 
par  les  points  de  division  d'un  axe  on  mène  respectivement 
des  plans  parallèles  au  plan  des  deux  autres  axes;  ces  trois 
systèmes  de  plans  parallèles  déterminent,  par  leurs  intersec- 
tions, tous  les  points  dont  les  coordonnées  sont  des  nombres 
entiers.  Soit  un  point  d'intersection  ayant  pour  coordonnées 
les  nombres  entiers  /?i,  n,  p\  ce  point  est  le  sommet  d'un 
parallélépipède.  Prenons,  dans  l'intérieur  de  ce  parallélépi- 
pède, trois  points  ayant  pour  coordonnées  entières  respec- 
tives mi,  Al],  />i  ;  7^2?  ^^21  Pt  ;  rtHi  ^z-,  Pi- 1-*^  p'^i^  <îui  passe  par 
ces  trois  points  partage  le  parallélépipède  en  deux  portions; 
combien  chaque  portion  renferme-t-elle  de  nombres  entiers  ? 

333  (1856,  '243).  —  Etant  donnée  une  ligne  d'intersection 
de  deux  surfaces  de  degrés  m  et  /i,  quels  sont  les  degrés  res- 
pectifs des  surfaces  formées  par  les  normales  principales,  les 
tangentes   de  la  courbe,    et   les  axes   des   plans  osculateurs? 


ERRATIIII. 


Page  7S,  ligne  6  en  remontant,  au  lieu  de  L'-'i^,  lii'e  M-4- 
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[Aie] 

^mm  DES  CUBES 
DE  n  MMBRES  E\  PROGRESSION  ARITHiMÉTIOUE; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


I. 

1.  J'aurai  à  utiliser  les  faits  suivants,  dont  on  trou- 
vera plus  loin  l'historique,  et  qui  deviennent  très 
simples  si  l'on  se  borne  à  un  exposé  synthétique. 

Théoriïme  I.  —  Si  une  progression  arithmétique 
de  raison  ir,  formée  de  a  termes,  a  pour  premier 
terme 

(l)  A  =  «2  — («—!)/•, 

son  dernier  terme  est 

a-  -{-  {a  —  i)/', 

et  la  somme  de  ses  termes  est  a^ ,  c^ est-à-dire  le  cube 
du  nombre  des  termes. 

Théorème  11.  —  6"/,  en  supposant  que  r  est  un 
entier  positif.,  on  prend  dans  la  progression  con- 
sidérée ci-dessus  a  H-  /•  termes  à  la  suite  des  a  pre- 
miers termes^  ces  nouveaux  termes  forment  une 
progression  qui  est  dans  les  mêmes  conditions  que 
la  première. 

En  effet,  le  premier  terme  de  la  nouvelle  progres- 
sion est  «--+-(«  +  i)''5  ^"  '*^"  ^^  <^(«  —  '')  H-  'S  on  a 
Ann.  de  Matliémal.,  4*  série,  l.  XVI.  (Mai  1916.)  ll\ 
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donc  (a -h /•)« -H /*,  qui  s'en  déduit  en  changeant  a 
en  (a-f-/).  On  aurait  pu  dire,  bien  entendu,  que  ce 
premier  terme  de  la  nouvelle  progression  admet  l'écri- 
ture (a  4-r)^ —  (a  +  /- —  \)r. 

Théorème  III.  — Si  une  progression  arithmétique 
de  raison  ir  a  pour  premier  terme 

X  =  a- —  {a  —  I  j/-, 

a  et  r  étant  des  entiers  positifs^  et  si  l'on  y  forme 
des  groupes  successifs  contenant  des  termes  en 
nombre 

a,     a  +  r,     a-\-ir,      ...,     a^{p  —  i)r,      ..., 

la  somme  des  termes  de  chaque  groupe  est  le  cube 
du  nombre  des  termes  contenus  dans  le  groupe^ 
soit 

a3,     (a-i-/')3,     (a-f-2r)-%      ...,     [a  -\-  {p  —  \)r]\     

Gela  résulte  de  ce  qui  précède. 

2.  Le  cas  particulier  «^  =  i ,  ^=2,  est  bien  connu. 
On  partage  la  suite  des  nombres  impairs  en  groupes 
contenant  i,  2,  3,  ...  termes 

1  I  3,  5|7,  9,   II  |,     ... 
et  la  somme  des/?  termes  du /?"''"^  groupe  est  égale  à/?^. 
Dans  sa    Théorie   des  nombres  (p.  226),   Ed.   Lucas 
attribue  cette  propriété  à  Nicomaque  de  Gérase,  qui 
vivait  à  la  fin  du  i'*"  siècle  de  notre  ère. 

En  1889,  sur  une  indication  d'un  de  ses  élèves, 
G.  Brunet,  qui  avait  considéré  la  suite 

1  I  5,  9,  i3|  17,  21,  25,  29,  33  I,     ... 
correspondant  à  a  =  i,  r:=4,  M.  J.  Joffroy  donnait 
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dans  les  Nouvelles  Annales  un  résultat  presque  com- 
plet sur  lequel  je  reviendrai  dans  un  instant. 

En  19 14;  M.  Haton  de  la  Goupillière,  ayant  eu  con- 
naissance, par  une  Note  parue  dans  \I ntermédiaire 
des  Mathématiciens,  de  la  remarque  de  G.  Brunet, 
publiait  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  la 
solution  de  Ja  question  suivante  qu'il  s'était  posée  : 

Si  dans  une  progression  arithmétique  à  termes 
entiers^  on  forme  des  groupes  successifs  contenant 
des  termes  en  nombre 

a,     a  -\-  r,     a  -+-  2/',      .  .  ., 

quelle  doit  être  la  raison  R  de  la  progression  et 
quel  doit  être  son  premier  terme  A  pour  que^  dans 
chaque  groupe^  la  somme  des  termes  soit  le  cube 
d^ un  entier? 

J'ai  remplacé  les  notations/?  et  q,  a  et  r  de  M.  Haton 
par  les  notations  plus  expressives  a  et  r,  A  et  R. 
L'auteur  trouve 

R  =  ://',         A  =  «2 —  ai'  -\-  r. 

3.  M.  JolTroy  s'était  posé  une  question  moins  géné- 
rale, en  prenant  a  priori  R  =  2/",  et  en  faisant  com- 
mencer la  progression  par  le  terme  «,  c'est-à-dire  en 
prenant  A  =  a.  Comme  la  relation  (i)  peut  s'écrire 

A  —  a  ={a  —  i)(a  —  /•), 

l'auteur  trouvait  les  deux  solutions  a=z  i  ^  a  =  r. 

La  première  est  intéressante.  On  considère  la  pro- 
gression 

I,     i-h2r,     i-+-4^,     •.., 

et  l'on  j  forme  des  groupe  oii  le  nombre  des  termes 


(  -96  ) 
est  successivement 

1 ,     1+  r,     I  -h  2  /•,     ...  ; 
les  sommes  des  termes  des  groupes  successifs  sont 

I,      (I4-r)^      (i  +  2/')3,      .... 
Pour  a  =  /*,  on  considère  la  progression 
r,     3r,     5r,      ..., 

on  y  forme  des  groupes  où  le  nombre  des  termes  est 

successivement 

r,     ar,     3;-,      ..., 

et  les  sommes  des  termes  des  groupes  successifs  sont 
r3,     2^  X  r^,     3^  X  r^,      .... 

On  peut  dire  alors  :  si,  dans  la  suite 

I  ,        J,        Oj         •  •  •  ; 

on  forme  des   groupes  où  le  nombre  des  termes  est 

successivement 

/',     ir,     or,      ..., 

les  sommes  des  termes  des  groupes  successifs  sont 

(l3,    -23,    33,    ...)X/-2. 

4.  Sans  reprendre  ici  l'analyse  de  M.  Haton,  je  mon- 
trerai comment  le  calcul  fort  simple  de  M.  JofTroy 
conduit  assez  naturellement  à  prendre  R=2r,  et 
aboutit  à  la  formule  (i)  quand  on  ne  suppose  plus 
A  =  a.  Je  rappelle  d'abord  les  formules  classiques 


(  »97  ) 
d'où  l'on  déduit 


^        a'-h  /'        /  —  a'-h  r' 

S  =    X    ; 


S  =     a'  -h  (  /i  —  I  )  —     /î. 


Les  nombres  de  termes  des  groupes  successifs  élant 
<2,  6,  c,  .  . .,  /.,  /  4-  r,  . . .,  le  premier  terme  du  groupe 
qui  contient  ( -\- r  termes  est  précédé  de  termes  dont 
le  nombre  est 


a  -h  l       l  —  a 

X  


le  premier  terme  de  la  progression  étant  A,  et  la 
liaison  étant  i  /•,  ce  terme  a  pour  valeur 

A-4-(a-h  /)(/  —  a  -\-  r)\ 

la  somme  des  termes  du  groupe  est  donc,  d'après  la 
dernière  des  formules  rappelées  ci-dessus, 

[A  -+-(/ -4- a)(/ -  a -+- r) -+- (^  +  r  —  i)/-]  (/ -H  r); 

si  l'on  néglige  un  facteur  cubique  qui  peut  être  commun 
à  tous  les  termes  de  la  progression,  comme  l -h  r 
s^ exprime  linéairement  en  fonction  de  son  rang 
dans  la  progression  a,  6,  c,  ...,  il  apparaît  que  la 
somme  en  question  doit  être  le  cube  de  / -f- /',  c'est- 
à-dire  le  cube  du  nombre  des  termes  contenus  dans 
le  groupe. 

On  doit  donc  avoir 

ou 

A  =  «2  — (a  —  i)/-; 

c'est  la  formule  (  i  ). 


(  I9B  ) 


IL 


5.  Si  l'on  désigne  par  S/i  la  somme  des  puissances 
d'exposanl  h  des  n  premiers  nombres  entiers,  on  a 
(Sturm,  Coûtas  d'' Analyse^  t.  II,  p.  887) 

82/^+1=  S|  X  cp(Si), 

cp  et  d^  étant  des  fonctions  entières  à  coefficients  numé- 
riques rationnels. 
Les  formules 

83=  Sf,         5S,=  S2X(6S,  — 0 

sont  connues  depuis  longtemps-,  la  seconde  a  été  donnée 
par  Djamchid  ben  Mas'oud  qui  vivait  au  xvi^  siècle 
{IVoiwelles  Annales^  î^^  série,  t.  IV,  p.  289).  Dostor 
a  donné  les  expressions  des  sommes  S5,  . . .,  Siq  (Nou- 
i^elles  Annales^  9/  série,  t.  XVIII,  p.  5i3),  sans  voir 
toutefois  que  les  polynômes  en  n  qui  multiplient  SJ 
et  Sa  sont  des  fonctions  de  Sj. 

La  démonstration  la  plus  simple  de  la  formule  83  =  S^ 
consiste  à  écrire  l'identité 

4;,3  ^^2x4^=  p'^lip  +  ,)2  _  (^  _  I)2J, 

d'où 


p^  = 


on  donne  à  p  les  valeurs  i ,  2,  3,  . . .,  /i  et  l'on  ajoute 

les  égalités  obtenues.  Si  l'on  observe  que   \— 1 

est  la  somme  des  ^—^^ premiers  nombres  impairs, 

c'est-à-dire  la  somme  des  nombres  impairs,  à  partir 
de    I,   en   nombre    1 -f  2 +  ...  +  (/?  — i) -h/?,    tandis 
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que  est  la  somme  des  nombres  impairs,  à 

partir  de  i ,  en  nombre  i  -h  2  -f-  .  . .  H-  (/>  —  '  )?  ^'^  ^^^ 
conduit  à  la  propriété  rappelée  au  début  du  n^  2;  elle 
est  obtenue  de  cette  façon  dans  un  article  de  M.  Midy 
(TV.  A.^  1846,  p.  640).  Inversement,  il  résulte  de  celte 
propriété  que  la  somme  des  cubes  des  n  premiers 
nombres  enliers  est  égale  à  la  somme  des  nombres 
impairs,  à  partir  de  i ,  en  nombre 


n. 


et  cette  somme  a  pour  valeur 

(i  -4-  2  -h. .  .-h  /i)^- 

6.  L'extension  donnée  à  la  propriété  rappelée  au 
début  du  n"  2  ma  permis  d'établir  la  proposition  sui- 
vante : 

La  somme  des  cubes  de  n  termes  consécutif  s  dUine 
progression  arithmétique  est  liée  à  la  somme  même 
de  ces  termes  par  ta  formule 

a  désignant  le  premier  terme  et  /•  la  raison;  s'il  s'agit 
de  nombres  entiers,  on  voit  que  : 

La  somme  des  cubes  de  n  nombres  entiers  en 
progression  aritkméticiue  est  divisible  par  la  somme 
de  ces  nombres. 

L'établissement  direct  de  celte  formule,  ou  même 
une  simple  vérification,  serait  sans  doute  assez  pénible; 
et  l'on  ne  se  rendrait  pas  compte  ainsi  du  fait  arith- 
méli(|ue  auquel   elle  donne  lieu  pour  a  et  r  enliers. 
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La  marche  que  nous  suivrons,  outre  qu'elle  est  simple, 
explique  le  fait  en  question. 

Soient  a  et  r  entiers.  Dans  la  progression 

A,     A  -h  2r,     A  -+-  4  r     .  .  ., 

où 

A  =  «2 —  {^a  —  ,),-^ 

prenons  des  termes  en  nombre 

(3)  N  =  a-H(<2-i-r)4-(a-t-2/-)-i-...-H[a-h(/z  —  \)r\\ 

leur  somme  est 

(4)  S  =  a3_|_(<2-+-  /•)3  -1-  (  a  -I-  2  /'  j3  -I-  .  .  .  -H  [  <2  -+-  (  /i  I  )  /'  ] . 

D'autre  part  cette  somme  a  pour  expression,  d'après 
une  formule  écrite  plus  haut, 

S  =  [A  +  (i\—  r)r]N, 

ce  qui  montre  déjà  que  la  somme  (4)  est  divisible 
par  la  somme  (3),  pour  a  et  r  entiers^  et  en  fait  bien 
comprendre  la  raison  :  cette  somme  (4)  ^st  la 
somme  des  termes  d^une  progression  arithmétique 
où  le  nombre  des  termes  est  la  somme  N. 
Comme  on  a 


!N=a-f-(n  —  i)-      /i  =  /iaH — 

il  vient,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  A, 

S  =  \a'''—{a  —  \)r^  (na-^-  ^^"~  '^  ^  _  r  W     x  N; 

en  supprimant  -f-  /■  et  —  r  dans  le  crochel,  on  a  la 
formule  (2),  pour  a  et  /•  entiers. 

Si  l'on  considère  cette  formule  en  elle-même,  comme 
elle  est  vraie  pour  toute  valeur  entière  de  a  et  de  /", 
elle  est  exacte  quels  que  soient  a  et  r. 
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On  aurait  même  pu  se  contenter  de  démontrer  la 
formule  (2)   pour  a=  i  et  /•  entier;  dans  le  résultat 

obtenu,  on  aurait  remplacé  /•  par  -y  a  et  r  étant  quel- 
conques. C'est  ce  que  j'avais  fait,  avant  de  connaître 
l'extension  donnée  par  M.  Haton  au  résultat  obtenu 
par  M.  JofFroy.  Mais  il  j  avait  intérêt  à  établir  direc- 
tement le  résultat  pour  le  cas  où  a  et  /*  sont  des 
entiers  quelconques. 

m. 

7.  Voici  quelques  remarques  sur  le  théorème  III. 
On  peut  d'abord,  comme  l'indique  M.  Haton,  disposer 
par  lignes  les  groupes  de  termes  de  la  progression  : 

a  termes  y 

a  termes  y  r  termes  ^ 

a  termes^  r  termes,  r  termes, 

et  ainsi  de  suite.  fo^n^" 

M.  Alezais  a  fait  observer  (p.  64  du  ^*4eent 
Volume)  que,  si  l'on  supprime  certains  groupes  au 
début  de  la  progression,  on  obtient  une  solution  qui 
ne  doit  pas  être  regardée  comme  essentiellement  difTé- 
renle  de  celle  d'où  on  l'a  déduite;  inversement, 
pour  a'^  ;*,  on  peut  introduire  au  début  de  nouveaux 
groupes  contenant  des  termes  en  nombre 

«  —  r,     a  —  2  r,      ...  ; 

et  cette  remarque  se  comprend  bien  d'après  ce  qui  a 
été  dit  au  n°  1.  On  peut  dès  lors  se  borner,  r  étant 
donné,  à  prendre  pour  a  les  valeurs 

a  =  I,     >-,     3,      ..  .,     r; 
c'est  ce  que  nous  ferons  dans  ce  qui  suit. 
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Comme  A  s'exprime  en  fonction  de  a  par  un   tri- 
nôme du  second  degré 

A  =  «2  —  ra-\-  r, 
si  l'on  donne  à  a  deux  valeurs  équidistantes  de  -?  à 


r 
savoir 


a=i     ou     /' — I,         2     ou     r  —  2,         3     ou     r  —  3,  ..., 

on  a  A  pour  la  même  valeur.  Une  valeur  de  a  ayant 
donné  une  progression,  on  obtient  donc  la  même  pro- 
gression avec  un  autre  groupement  des  termes,   sauf 
pour  a  =  r,  et  aussi  pour  a  =  ?''  si  r  =  ir' . 
Si  l'on  écrit 

A  —  I  =  {a  —  i)[a  —  (r —  i)J, 

on  voit  d'abord  qu'on  obtient  A  =  i  en  prenant  a  =  i 
ou  a  =  /'  —  I  ;  pour  /'  =  3,  on  a  les  deux  groupements 

1|7,  13,  19,  25  I,     ..., 
1,    7  1 13,  19,  25,  31,  37  |,     .... 

Pour  les  valeurs 

a  =  1,     3,      ...,     /'  —  3,     /' — 2, 

A  est  négatif  ou  nul,  nul  seulement  pour 

/•  =  4,        a  =  2. 
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[D2by] 

IVOTË  SUR  LA  SOMMATION  D'lli\E  SÉRIE  ; 

Par  M.  I.-J.  SCHWATT, 

Professeur  à  l'Université  de  Pensylvanie, 
Philadelphia,  Pa.  (U.  S.  A.)- 

(  Traduit  de  V anglais.) 


Il  s'agit  de  trouver  la  somme  indiquée  par  la  formule 

oc 

on  a  tl  h  sont  des  entiers  positifs. 

I.   Soit 

a  =  nh  ; 

alors 

{■!)     s= 4y(-i)^-— ^■ 


k  —  n 

(- 


[00  "-1  "1 

i:.-)"i-i:(-.)4 
k=\  k=\  J 


h 

Mais 

oo 


k-\ 

donc 


ir' 


<^)      '  =  '^^<-'^l.<-^y'\ 


(  2o4  ) 

Si  a  =  h  :=  j  ^ 

(4)  S  =  — log- =l0g'2. 

II.   Soit 

a  =  b  -\-  nh         (b  <,  h)\ 

alors 

=(-.)"  r2(-')'-^^-i(-)--^épr| 

La  =  0  /.rrrl  J 


=  (_,)„2(_,y,_i_^2(-'V     «_,„ 


,A-1 L 


/;  =  0  A  =  1 


Si  a  <C  /i,  la  dernière  sommation  se  réduit  à  zéro. 
Soit  maintenant 


e^)  E(-')'-râ^  =  S' 


Â=0 

et 


alors 


Si  =  limS». 

r  =  l 

De  (7)  s'ensuit  la  relation 

dS,      ^ W^-i 


/.•=o 
et,  par  conséquent, 
(  q  )  82=/      r  ^'' 


(  2o5  ) 


Soit 


,7.-1  ,r^ 

(10)  T      =     >       - 


j  OU  ^A  =  e    '' 


/t-i 


Nous  avons  alors 


(n) 

Mais 

donc 

(12) 

et 

(i3) 


A  7  —  «''''- 1 


S/, 


r  ~  S/, 


r  =  s,        '^hs^f 


A/.= 


h 


,./;  - 1 


l  -H  /'^^  A  Jm^  r  —  S/,- 


îl 


/tzrrl 


Delà 

(i4) 
et 

(i5j 


^,  =  -l^4^o${'-s7c'), 


/,=l 


(If.) 


S  =  —  T-   7      cos (  ■>.  A  —  I  )  -^ h  t  si n  (  2  /i  —  i  )  -y- 

X  log    I  —  cos  (  2  /  —  I  )  ^  -h  t  si n  (  2  A  —  I  )  -^    , 


L*=i 


^''>  *=-il  2^<^os(y'^-')'^fo-^(^^i'>'^^^) 


2  A  —  I  \      .      2  A I    , 

II ; )   Sin  ; OTZ 

2  V  n       /  Il 


Puisque 
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h 

^C0S(2A         I)    ^^ 

: 

0, 

A  =  l 

h 

2^sm{2k      I)  ^^ 

= 

0 

et 


on  a  donc 

m 

/ONC  '^  2X7  //  X^'^l  .2A—  I 

(18)    Si= y —   >   cos  (2A— i) -7— I02;  sin ; — r, 

2  Al  sin  -7-  A==l 

II 

formule  où     —     représente  la  partie  entière  de  — • 
Delà 

/      X     c        /         ^\î^           ^                   2(-[pJ    ^  ^     ,  ^67r 

(m)     S=(— l)L/'J 7 j-^ >    C0S.(2Â  — l)-^ 

2 A  sin—  /,^i 


2  A-  —  I 


[?] 


xlogsm-^^rH-2^(-i)/^   i_ 


kh 


1°  Si«=r,  A  =  2,  6  =  1,  K-     =0, 


,      .        o  "^  V^        2  A  —  1      ,  2  A  —  I 

(20)  b  = >    cos  TC  Jog  sin  TT 

4sin-       k  =  i 
2 

=  -r  —  COS  — loff  tang  — 

4  2     '^        ^  4 
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2*^  Si  rt  =  I ,  A  =  3, 


ik  —  i 


7.k  —  I 


(•21)      S  ==  — ^  ~f  2^^^ 3 '^'ogsin ^—  r 

=   -TT  /o   -h  -l0g2. 

9  3      '' 


3"  Si  a  =  1 ,  A  ==  4? 

2 
<22)         S  = 7    CO 

8sin-  k  =  i 

4 

TT  v/2  v/^ 


log    tang- 


2  /c  —  I      ,         .     ik  —  I 
s Tc  loff  sin TZ 


TI 


=   ^^   +i/2l0g(/2-|-l) 


4"  Si  <7  =  1 ,  A  =  5, 


2  A  —  I      ,        .    ik  —  I 
cos : r.  los  sin 

J  \0 


losin—  A=i 

3 


T   ,     /  2     /r  2 

=    —1/  2H-  -/d—  - 

I  o  y        h         5 


cos  —  log  sin  — 
5  10 


—  sin  —  \oz  cos  — 

10        °  D 


"^  ^    ^t/2-f-^v/5-+-(i  — /5)log2-4-v/5log(i-4-v/5)j. 
5"  Si  a  =  I ,  A  =:  6, 


<^^)  ^  =  ^^-3-2 


ik  —  T      ,        .    7.k  —  I 

cos TT  log  Sin  

O  ^  12 


12  sin-  x  =  i 

b 


71  1  I 


=  77  —  5  cos -71  log  tang  — 7r 
()        3         G  12 


=  ^-^g/3  1og(2  +  v/3). 


(  2o8  ) 
6°  Si  a  =  1,  A  =  8, 


ik  —  I      ,  ik  —  I 


(25)    S=— ^--^cos-^— TTlogs.n       ^^. 
i6  sin  —  k  =  \ 


t=l/n-  -/2—  ^  f  cos^Trlogtang^TT-f-  sin- tt  log  tang  —  ttJ 

=  1/^     

-\\{\l'l-^  Â-H  v/2-  v/2  j  l0g[     (s/2+0  (v/2(2  -  V^-I)  -  l)] 
o 

+  v/2  —  v/2    log [2(^/2  —  1)  \\J  1  +  /i -i-  1  )  -f-  I J 

Les  résultats  des  exemples  ci-dessus  peuvent  aussi 
être  obtenus  par  la  méthode  suivante.  Prenons  le  cas 
où  a  =  I  et  /i  =  8,  c'est-à-dire 

<*> 

(,6)  s=2(-')*-8iVt- 

Â-=0 

Soit 

Â  =  0 

Alors 

S  =  limSi. 
/•  =  1 

Si  Uh  représente  le  {k  4-  i)"'"'^  terme  de  S,,  alors 

Uk    _  _  .8 A— 7 


iik-\  8Ah-i 

Donc, 


V  ( 8 /.■  +  I  ) ui,  =  —  r  V  (8 /•  -+-  0  "/.■  -^  I 


OU 


(28)  8/-(i  +  r)-^  H-(i-i-/')Si=i. 

Résolvant  cette  équation  différentielle  en  S,,  nous 


oblenons 

(29)  S, = 
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dr 


dx 


et 


.8-0    -   ■  ^^ 


dx 


(3o)  ^=At^ 


a^« 


Le  résultat  obtenu  par  l'évaluation  de  cette  intégrale 
est  le  même  que  celui  qu'indique  la  formule  (25). 


[K'2d] 

SIR  LE  CEKCLE  DE  TAYLOR  RELATIF  Ali  TRIANGLE  ; 

Par  m.  V.  THÉBAULT, 

Professeur  à  Ernée  (Mayenne). 


1.  Dans  le  Bulletin  de  Mathématiques  élémen- 
taires^ *9<^9>  P-  '^4^7  nous  avons  donné  sous  le  n°  24-22 
la  question  suivante  sur  laquelle  nous  voudrions 
revenir  ici  : 

Sur  les  cotés  cV un  triangle  comme  diamètres  on 
décrit  trois  circonférences^  puis  on  mène  les  lignes 
des  centres  qui  coupent  les  demi-circonférences 
extérieures  en  six  points.  Démontrer  que  ces  six 
points  sont  sur  un  même  cercle. 

Application.  —  Si  des  pieds  des  hauteurs  d\in 
triangle  on  abaisse  les  perpendiculaires  sur  les 
cotés,  les  six  points  obtenus  sont  sur  un  même 
cercle. 

Ann.  de  Mathémat..  \*  série,  l.  XVI.  (Mai  1916.)  1  ^ 
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Soient  ABC  le  triangle;  A',  B',  O  les  milieux  des 
côtés  BC,  CA,  AB;  a  et  a'  les  points  d'intersection  de 
B'C^  avec  les  demi-circonférences  de  centres  B'  et  C  ; 
p  et  P',  y  et  y'  les  points  analogues  (Jig'.  i). 

On  a 

A'G'=B'A  =  B'y', 

A'B'=  C'A  =  C'^'. 

On  en  déduit  que  A' [3'  est  égal  à  A'y.  Donc  le 
triangle  A'^'y  est  isoscèle  et  il  estainsi  liomothétique  de 
chacun  des  triangles  isoscèles  C'j^'A  et  B'Ay.  Les 
droites  ^'A,  Ay,  [3'y  sont  parallèles,  ce  qui  prouve  que 

Fig.     T. 


la  droite  p'y  passe  par  A.  De  même  y'a'passe  par  B  et 
a'P  par  G.  Le  triangle  A'^'y  est  aussi  liomothétique  du 
triangle  isoscèle  A'^y',  ce  qui  montre  que  fiy'  est  paral- 
lèle à  P'y.  De  même,  ya'  est  parallèle  à  y' a  et  a^'  est 
parallèle  à  a' ji. 

Le  quadrilatère  A^'aB  étant  inscriptible,   il  en  est 
de  même  du  quadrilatère  yj3'ay',  puisque  yy'  et  AB  sont 
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parallèles.  De  même,  les  quadrilatères  ay'^a'  et  pa'yjâ' 
sont  inscriplibles. 

D'autre  part,  les  droites  py'  et  g'A  étant  parallèles, 

on  a 

/\  x^  /\ 

mais,  dans  le  quadrilatère  inscriptible  A^'aB,  l'angle 
P'AB  est  supplémentaire  de  l'angle  Ba^'  ou  y^a^'.  Par 
suite,  les  angles  y'(^^'  et  y'a^'  sont  supplémentaires  et 
le  quadrilatère  ^'ar'j^  est  inscriptible.  De  même,  les 
quadrilatères  v'[3a'y  et  a'y[B'a  sont  inscriptibles. 

On  obtient  ainsi  six  quadrilatères  inscriptibles  y[^'ay' 
et  ya'S^y',  ay'^a^et  a^'ya',  j^y'afi'et  ^Vy^'.  Ils  ont,  pris 
deux  à  deux,  trois  sommets  communs  :  y^'ay  et  j^y'a^', 
ay'jia'  et  ya'j^y',  pa'yj^'  et  a^'ya'.  Donc  ces  six  quadri- 
latères sont  inscriptibles  dans  le  même  cercle,  autre- 
ment dit,  les  six  points  a,  a',  j3,  [^',  y,  y'  sont  sur  un 
même  cercle. 

Autrement,  soit  I  le  point  de  rencontre  des  bissec- 
trices intérieures  du  triangle  A'B'C  Les  deux  triangles 
lA'y'  et  lA' p  sont  égaux;  ils  ont,  en  effet,  le  côté  lA' 
commun,  les  côtés  A/y'  et  A'p  égaux  comme  rayons 
d'un  même  cercle,  enfin,  les  angles  lAV  et  IA'(i  égaux 
comme  formés  de  parties  égales  deux  à  deux.  Donc 

D'autre  part  les  deux  triangles  IB'a  et  IB'v'  sont 
égaux;  ils  ont  en  effet  le  côté  IB'  commun,  les  angles 
IB'a  et  IB'y'  égaux  par  construction,  enfin  les  côtés  B'a' 
et  B'y'  égaux,  car 

B'a  =  B'G'-hC'a  =  GA'-+-C'B  =  A'y'+B'A'=  B'y'. 

Par  suite 

Iy'=  la. 
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On  a  donc 

ip=:  lY'=Ia. 

Par  analogie 

ip  =  lY'=  la  =  ip'=lY  =  la'. 

Les  six  points  a,  a',  p,  ^',  y,  y'  50/i^  5i/r  un  même 
cercle  qui  a  pour  centre  le  point  de  rencontre  1  des 
^     bissectrices  intérieures  du  triangle  qui  a  pour  som- 
mets les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC. 

Enfin  soient  d,  e,  /  les  points  de  contact  des  côtés  du 
triangle  A'B'C  avec  le  cercle  inscrit  1  à  ce  triangle; 
rt,  6,  c,  /?,  /•  les  éléments  habituels  du  triangle  ABC. 

On  a  par  exemple 

111 

Par  suite  le  rayon  du  cercle  I  des  points  a,  a',  j^,  j3', 
y,  y'  a  pour  expression 

(I)  p  =  ^  s/p'-^rK 

Application.  —  Soient  un  triangle  ABC;  A',  B',  C^ 
les  pieds  des  hauteurs;  a  et  a' les  projections  de  A' res- 
pectivement sur  AB  et  AC;  ^  et  ^'  celles  de  B'  respec- 
tivement sur  BC  et  sur  BA  ;  y  et  y'  celles  de  C  respecti- 
vement sur  CA  et  sur  CB  {fig-  a). 

Visiblement,  en  désignant  par  A",  B%  C  les  milieux 
respectifs  de  B'C,  C'A'  et  A'B',  les  points  ^'  et  y  sont 
les  intersections  de  A"C"  et  de  B'A'  avec  la  demi- 
circonférence  A"  extérieure  à  A'B'C'et  de  diamètre  B'C. 
De  même  a  et  a'  sont  situés  sur  B"C",  y,  y'  sur  A"B"  et 
3,  ^'  sur  A"C\  D'après  ce  qui  précède,  les  six  points 
a,  a',  ,8,  P',  y,  y' sont  situés  sur  une  circonférence  il  dont  le 
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ceotre  est  l'intersection  des  bissectrices  intérieures  du 

Fig.  2. 


triangle  A'B'^C".  Le  rajon  de  ce  cercle  découle  de  la 
formule  (i)  : 

p'  =  R/sin2Asin2Bsin«G-4-cos2Acos2B  cos^G     (i). 

Ce  cercle  Q  est  connu  sous  le  nom  de  cercle  de 
Taylor  du  triangle  ABC. 

2.  Les  côtés  B'C,  C'A',  A'B'  sont  respectivement 
antiparallèles  aux  côtés  BC,  (L\,  AB  du  triangle  ABC 
dans  les  angles  A,  B,  C.  De  même  ^'y,  y'a,  et! ^  sont 
anliparallèles  respectivement  aux  côtés  du  triangle 
A'B'C  dans  les  angles  A,  B,  C.  Par  conséquent  yP'  est 
parallèle^  à  BC,  y'a  à  CA,  a'P  à  AB,  et  les  triangles 
ABC  et  iMNP  sont  inversement  ho  mo  thé  tiques^  M,  N, 
P  étant  les  intersections  de  P'y  et  y'a,  fi'y  et  a'P,  a'^ 
et  y'a.  Cherchons  leur  centre  d'homothétie  {^fig.   2). 


(*)  Nous  ne  savons  si  cette  valeur  simple  de  p'  a  été  donnée  déjà  \ 
elle  découle  des  valeurs  du  périmètre  p'  et  du  rayon  du  cercle 
inscrit/'  relatifs  au  triangle  orthique  A'B'C  de  ABC         (V.  T.). 
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Soient  M^,  N',  P'  les  pieds  des  hauteurs  du  triangle  MNP. 
B'  et  P',  C  et  M'  sont  des  couples  de  points  homo- 
logues et  comme  le  quadrilatère  (MN,  BG),  (BA,  NP) 
est  un  parallélogramme,  la  diagonale  BN  contient 
les  milieux  de  B'C  et  M'P'.  Donc  BN  est  sy médiane 
commune  aux  triangles  ABC  et  MNP. 

Il  en  est  de  même  de  CM  et  AP  et  l'on  a  ce  théorème 
dû  à  M.  Neuberg  [Mathesis,  question  n°  10)  : 

Les  triangles  ABC  et  MNP  sont  inversement  homo- 
thétiques,  le  centre  d^ homothétie  étant  le  point  ¥i.de 
Lemoine  commun  à  ces  deux  triangles. 

Le  triangle  MNP  nous  paraît  curieux  à  d'autres 
points  de  vue.  Soit  w'  le  centre  de  son  cercle  circonscrit. 
Les  droites  Mco',  Nto',  Pw'  sont  respectivement  symé- 
triques des  hauteurs  MM',  NN',  PP'  par  rapport  aux 
bissectrices  intérieures  des  angles  M,  N,  P.  Soient  C, , 
B', ,  A',  les  points  oii  ces  rayons  coupent  respectivement 
les  côtés  AB,  CA,  GB  du  triangle  ABG. 

On  a,  par  exemple,  visiblement 

£C;  _  sinAcosA  _  acosA  _  B^'  ^  P'C 
~Ô\li  ~  sinB  cosB  ~  6  cosB  ~  C'A'  ~   C'a  ' 

et  G,   n'est  autre  que   le  pied   de   la  hauteur  GG'  du 
triangle  ABG. 

Par  suite,  MG'  parallèle  à  GO  passe  par  l'ortho- 
centrewdu  triangle  A' B' G'.  D'où  ce  théorème  que  nous 
croyons  remarquable  parce  qu'alors  le  triangle  MNP 
est  tout  à  fait  analogue  à  celui  A'B'G'  que  nous  avons 
étudié  {Nouvelles  Annales.,  mai  191 5  :  Sur  quatre 
triangles  ho  mo  thé  tique  s).,  et  la  figure  possède  toutes 
les  propriétés  que  nous  y  avons  données  : 

Dans  un  triangle  ABG,  des  pieds  A',  B',  G'  des  hau- 


(  2'5  ) 

leurs  on  abaisse  les  perpendiculaires  qui  rencontrent 
respectivement  les  côtés  du  triangle  en  a,  a^,  [^,  |S^,  y,  y\ 
Les  droites  ^^'v, y'a,  ol"^  déterminent  un  triangle  MNP 
inversement  semblable  au  triangle  AB(^  qui  a  même  '■■' 
point  de  Lemoine  K  et  dont  le  centre  du  cercle  circons- 
crit est  l^ orthocentre  w  du  triangle  orthique  A'B'C 
de  ABC. 

En  parliciilier,  si  /•'  est  le  ra^oii  du  cercle  inscrit  au 
triangle  A'B'C,  le  rapport  d'homothétie  des  triangles 
MNP  et  ABC  est 

expression  qui  peut  se  mettre  sous  les  formes 

«4         .   „„         .   „^  5R2  — ÔÏÏ'       a2-f- è2H-c2 

sin2A  -h  sinSB  -h  sin2G  —  i  = -^^ = t^t i. 

4  K*  4  " 

Dans  notre  Mémoire  précédemment  cité,  nous  avons 
établi,  page  209,  ce  théorème  : 

Dans  un  triangle^  le  centre  du  cercle  circonscrit  O, 
le  point  K  de  Lemoine^  Vorthocentre  w  du  triangle 
orthique  et  le  centre  de  gravité  du  périmètre  de  ce 
dernier  triangle^  sont  quatre  points  en  ligne 
droite. 

Nous  pouvons  maintenant  préciser  la  position  du 
point  de  Lemoine  sur  la  droite  Ow  : 

Dans  un  triangle  ABC  le  point  de  Lemoine  K 
partage  le  segment  de  droite  Ow  qui  joint  le  centre 
du   cercle   circonscrit  à  Vorthocentre  du   triangles '^'^^-^  ^ 
orthique  A'B'(y  dans  le  rapport 

aî-v  62-h  c2 
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Nous  reviendrons  sur  ce  rapport  par  la  suite. 

Entre  autres  propriétés  de  la  figure  on  peut  ajouter 
que  les  milieux  des  côtés  du  triangle  orthique  A'B'  G' 
sont  également  ceux  des  droites  R«Sa,  R^S^,  RcS^^, 
R«,  Sa,  R^,  S^,  Rc,  Se-  étant  respectivement  les  points 
oà  OB',  B'A',  A' G'  rencontrent  PM  et  NP,  MN  et  NP, 
MN  et  PM. 

Enfin,  r orthocentre  H'  du  triangle  MNP,  le 
point  K  de  Lemoine  de  ABG  et  l^ orthocentre  H 
de  ABG  sont  trois  points  en  ligne  droite  y  et 

3.  M.  Naraniengar  a  proposé  dans  Mathesis^  avril 
igiS,  sous  le  n°  1916,  la  question  suivante  dont  il 
n'était  pas  parvenu  de  solution  en  191 4  • 

Trouver  le  lieu  du  point  de  Lemoine  d^  un  triangle 
variable  inscrit  à  un  cercle  fixe  et  ayant  son  centre 
de  gravité  en  un  point  donné. 

Soient  ABG  le  triangle,  G  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit de  rayon  R  et  G  le  point  de  concours  des 
médianes. 

La  droite  OG  étant  fixe  contient  comme  l'on  sait 
l'orthocentre  H  de  ABG  qui  est  aussi  un  point  fixe  tel 
que  GH  =  2OG.  De  plus  un  tel  triangle  ABG,  variable 
dans  un  cercle  fixe  O  et  ayant  pour  orthocentre  un 
point  donné  H,  a  la  somme  des  carrés  de  ses  côtés 
constante. 

Le  centre  O'  du  cercle  d'Euler  de  ABG  est  le  centre 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  orthique  A'B'G'  dont 
le  centre  du  cercle  inscrit  est  H.  La  relation  d'Euler 

donne 

2        .-       R2 


const.  =  0'H    =:rf2=- Rr', 


(  ^'7  ) 
d'où 

4  rfî  —  R2 

/•  =  —^ =  const., 

r'  étant  le  rayon  du  cercle  inscrit  à  A'B'C. 

f^a  question  revient  donc  à  trouver  le  lieu  du  point  K 
de  Ow,  tel  que 

,      ,  OK'  a2^_^2^_c2 

^'^  K^==— TR^ 1  =  const., 

lorsque  le  triangle  A'B'C  varie  tout  en  étant  inscrit  au 

cercle  fixe  O'  de  rayon  —  et  circonscrit  au  cercle  fixe  H 

de  rayon  r\ 

Le  lieu  de  w  est  connu  (');  il  est  liomothétique  à  un 

arc  de  circonférence  de  centre  H  et  de  rayon  ( r'U 

le  centre  d'homothétie  étant  O'  et  le  rapport  2. 

Par  suile,  le  lieu  de  K  est  aussi  un  arc  de  circonfé- 
rence homothétique  à  celui  que  décrit  w,  le  centre 
étant  O  et  le  rapport  (2)  précédent. 

4.  Nous  terminerons  cette  Note  par  une  intéressante 
propriété  des  triangles  ABC  et  A"B"C''  (fi^-  2). 

Les  deux  triangles  sont  homologiques  et  le  centre 
d^homologie  est  le  point  K  de  Lemoine  commun  à 
ABC  et  MNP. 

Soient  a,  le  point  d'intersection  de  BG  et  WQl'  q\, 
jii,,  Yi  les  points  analogues. 

Le  quadrilatère  BGa' a,  parexemple,  a^-anldeux  côtés 

opposés  BC  et  7/ a  antiparallèles  dans  l'angle  A,  est 

inscriptible,  et 

«!«'  X  a,a  =  a,  C  X  a,  B. 

(')  Journal  de  VuiOert,  33"  année,  p.  i55. 
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a,  est  donc  un  point  de  l'axe  radical  du  cercle  O  cir- 
conscrit à  ABC  et  du  cercle  a,  a',  j3,  ^',  y,  y',  c'est- 
à-dire  du  cercle  ù  de  Tajior  de  ABC.  Par  conséquent  : 

Le  triangle  ABC  et  le  triangle  médian  A'^B'^G"  de 
son  triangle  orthique  A'B'C  sont  homologiques^  le 
centre  étant  le  point  de  Lemoine  du  triangle  ABC  ^ 
V axe  d^homologie  est  l'axe  radical  des  cercles  cir- 
conscrit et  de  Taylor  relatifs  à  ABC.  Cet  axe 
d'homologie  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint 
le  centre  du  cercle  circonscrit  au  point  de  Lemoine 
du  triangle  ABC. 

Au  triangle  MNP  correspond  un  triangle  orthique 
M'NT'  ayant  M''N''P"  pour  triangle  médian.  La  pro- 
priété précédente  est  évidemment  vraie  pour  ies 
triangles  MNP  et  M'^N'^P"  qui  sont  homologiques^ 
K  étant  le  centre  et  J'axe  d'homologie  A  étant  l'axe 
radical  des  cercles  to  circonscrit  et  0!  de  Taylor  rela- 
tifs à  MNP. 

Cet  axe  d'homologie  est  également  perpendicu- 
laire à  la  droite  qui  joint  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit  au  point  de  Lemoine  du  triangle  ABC. 


[M^ôa] 

NOTE  SUR  LES  QUARTIQIIES  GAIGHES  11I\ICI]RS4LES  ; 

Par  m.  M.-F.  EGAN. 


Je  me  propose  dans  cette  Note  d'établir,  pour  la 
courbe  rationnelle  générale  du  quatrième  ordre,  des 
théorèmes  analogues   à   ceux   que   M.    Ch.    Michel   a 
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donnés,  dans  ce  Recueil  (*),  pour  une  classe  de  ces 
courbes. 

Rappelons  d'abord  quelques  propriétés  de  ces 
courbes  (-).  Les  quatre  coordonnées  xi  d'un  point  de 
la  courbe  étant  proportionnelles  à  quatre  polynômes 
quarliques  en  un  paramètre  ^,  la  condition  que  les 
points  ti{i=^  I,  2,  3,  4)  soient  dans  un  même  plan 
s'exprime  sous  la  forme 

(0  /o  (J4 -f-  4/l  ^3 -f-  6/2  «72 -I-  4/3^1  -+-/4=  O, 

les  y*i  étant  des  constantes,  et  a-/  désignant  la  somme 
des  produits  des  t  pris  i  à  la  fois.  Autrement  dit,  les 
points  donnés  par  l'équation 

«0^*-+-  4<'i  ^^•+-  6a2<2-i-  4<^3^  +  <^4=  a(i)  =  o 

sont  dans  un  même  plan  lorsque  les  formes  a{l) 
et  f  {t)  sont  apolaires  l'une  à  l'autre,  c'est-à-dire 
lorsqu'on  a 

(2)  «0/4—  4«l/3-^6a2/2—  4«3/l-f-  «4/0=  o. 

Soit  S}v/^/ =  o  l'équation  de  ce  plan.  On  obtient  la 
forme  a{t)  en  substituant  aux  xi  les  polynômes  en  t 
qui  leur  sont  proportionnels.  Les  ai  sont  donc  des 
fonctions  linéaires  de  A,,  et  l'on  peut  considérer  les  ai 
comme  des  coordonnées  du  plan  {a).  Le  nombre 
effectif  de  ces  coordonnées  se  réduit  à  quatre  en  vertu 
de  l'identité  (:i). 

Supposons  par  exemple  que  le  plan  (a)  soit  un  plan 
osculateur  de  la  courbe.  La  forme  ci{t)  a  trois  racines 


(')  Nouvelles  Annales,  i()<)7,  p.  289. 

(-)  Voir,  par  exemple,  H.-W.  Kichmond,  On  rational  Space 
Quartic  Curves  (  Transactions  of  tlie  Cambridge  Philosophical 
Society^  Vol,  XI\).  On  y  trouvera  une  bibliographie  très  complète. 
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égales,  on  a  donc 


I(a)  =  ao«4 —  /\  ai  ai, -h  3a|  =  o, 
J(a)  =  aoa^ai, —  aoal  —  ajai^-i-  la^a^a^ —  a\  =  o. 

Il  s'ensuit  que  les  plans  osculateurs  touchent  la 
quadrique  (I)  et  la  surface  (J)  de  troisième  classe. 

L'équation  fondamentale /(^)  =  o  donne  les  quatre 
points  de  surosculation.  Les  racines  du  covariant 
sextique  de  f^  soit  y(^),  se  répartissent  en  trois 
couples.  Si  l'on  désigne  par  corde  principale  une 
corde  par  laquelle  passent  les  plans  osculateurs  en  ses 
deux  extrémités,  les  racines  de  v(i)  donnent  les  extré- 
mités des  trois  cordes  principales  de  la  courbe.  Ces 
cordes  se  rencontrent  en  un  point,  qu'on  appelle  le 
centime  de  la  courbe;  on  donne  aussi  aux  trois  cordes 
le  nom  à' axes. 

Ces  points  étant  posés,  voici  les  théorèmes  dont  il 
est  question  : 

1°  Soient  A  un  point  de  la  courbe  et  C  le  centre. 
Par  la  droite  AC  on  peut  mener  quatre  plans  tan- 
gents à  la  courbe.^  en  dehors  du  plan  qui  passe 
par  C  et  par  la  tangente  en  A.  Les  points  de  con- 
tact de  ces  quatre  plans  sont  dans  un  même  plan  tc 
passant  par  G. 

2^  Lorsque  A  se  déplace  sur  la  courbe^  le  plan  v: 
enveloppe  la  quadrique  (I)  inscrite  dans  la  déve- 
loppable. 

Pour  les  démontrer,  transformons  le  paramètre  (<) 
homographiquement,  de  façon  que  f{t)  prenne  la 
forme  canonique 

f{t)  =<*-+-  6C<2_|_    ,. 
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Les  paramètres  des  extrémités  des  axes  seront  alors 

(o,  ^),     (±1),     (zti). 

Prenons  pour  tétraèdre  de  référence  le  trièdre  des  axes 
et  un  plan  quelconque.  On  peut  alors  écrire  les  équa- 
tions de  la  courbe  sous  la  forme 

a?,  X2  x-i  X!, 


IZ—  t  P-^  t  t'*—    l  (&(t) 

En  eiret,  la  courbe  rencontre  la  face  ^,  =  o  du 
tétraèdre  de  référence  aux  points  ^  =  0,00,  i,  —  i  ; 
et  ainsi  de  suite. 

La  condition  (2),  pour  que  les  points  donnés 
par  a(t)  =  o  soient  dans  un  même  plan,  devient 

Pour  que  l'équation  de  ce  plan  soit 

XiiPi  H-  X.2^2^-  ^3^3=  O. 

il  faut  et  il   suffit,  d'après  les  équations  (3),  qu'on  ait 
(4)  ao-+-«4=o,         ct2=o,  

Soit  to  le  paramètre  du  point  A,  et  considérons  le 
plan  (a),  qui  passe  par  A,  qui  touche  la  courbe  au 
point  ^  =  9  et  qui  la  rencontre  encore  au  point  t  =  0'. 
Le  poljnome  ci(t)  devient 

a{t)  =  (t  —  to)(t-()')(t  —  Qy-. 

Pour  que  ce  plan  passe  par  le  centre,  il  faut,  d'après 
les  équations  (4),  qne 

02/oO'-hl=0,  6'(20-+-  /o)  +  02H-  20/0=  O, 

d'où  l'é(piation  on  0 
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qui   donne    les   points   de    contact    des    quatre    plans 
tangents  menés   par  AC  à   la   courbe,   en   dehors   de 
celui  qui  passe  par  G  et  par  la  tangente  en  -\. 
On.  a 

donc  ces  quatre  points  sont  dans   un  plan  t.  passant 
par  le  centre.  On  a  aussi 

\{b)  =  -tl-\-tl  =  o, 

d'où  il  suit  que  le  plan  tu  touche  la  quadrique  (I). 

Lorsque  les  tangentes  de  la  courbe  font  partie  d'un 
complexe  linéaire,  il  y  a  une  infinité  de  centres,  situés 
sur  une  corde  IJ.  Par  un  point  quelconque  de  IJ  on 
peut  mener  deux  cordes  principales,  qui  constituent 
avec  IJ  un  système  de  trois  axes.  C'est  le  cas  que 
M.  Michel  a  traité. 

Revenons  au  cas  général.  Les  plans  t:  enveloppent 
un  cône  quadrique  de  sommet  G.  Parmi  ces  plans  se 
trouvent  les  plans  osculateurs  aux  extrémités  des 
axes  :  en  effet,  ces  plans  passent  par  G  et  sont  tangents 
à  la  quadrique  (I).  Si  l'on  projette  la  courbe  du 
point  G  sur  un  plan  quelconque,  on  obtient  une  quar- 
tique  plane  rationnelle  à  trois  points  doubles  d'in- 
flexion. On  retrouve  ainsi  les  théorèmes  de  Laguerre 
signalés  par  M.  Michel  (^). 


(')  Nouvelles  Annales,  1907,  p.  29G. 
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[M'e]  [0«2e] 

COKSTRllCTIO^  1)11  CEXTHE  DE  COURBURE 
DE  LA  SPIRALE  HYPERBOLIQUE  ; 

Par  m.  F.  BALITRAND. 


On  trouve  dans  Serret  (Calcul  différentiel  et  inté- 
gral^ 2^  édition,  p.  36o)  la  remarque  suivante  à  propos 
du  centre  de  coiirbure  de  la  spirale  hyperbolique  : 
«  La  construction  du  rayon  de  courbure  n'a  elle-même 
aucune  difficulté;  mais  elle  n'offre  pas  assez  d'intérêt 
pour  que  nous  nous  arrêtions  à  la  développer.  »  On 
peut  cependant  donner  de  ce  rayon  plusieurs  con- 
structions géométriques^  intéressantes  à  cause  de  leur 
simplicité. 

Soient  O  le  pôle  de  la  spirale;  M  un  de  ses  points; 
JN  et  T  les  points  de  rencontre  de  la  perpendiculaire 
élevée  en  O,  au  rayon  vecteur  OM,  avec  la  normale  et 
la  tangente  en  M  à  la  courbe.  J^'équation  de  la  spirale 
étant,  en  coordonnées  polaires, 

pco  =  a, 
l'expression  générale  du  rayon  de  courbure, 


h2p'2—  pp" 

donne  dans  le  cas  présent 

_  p(^^H-p2)"^  _  MN3  _ 


MN3 


«a  0M2       ON  X  OT 
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Cette   formule    conduit  aux    constructions   géomé- 
triques suivantes  du  centre  de  courbure  C  en  M  : 

i^  En  T  on  élève  une  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente et  en  M  une  perpendiculaire  au  rayon  vec- 


teur  OM;    ces   deux   droites   se   coupent   en   P;    la 
droite  PO  passe  par  le  centre  de  courbure  C. 

En  eft'et,  les  triangles  semblables  OTP,  ONC  donnent, 

puisque  TP  =  MN, 

NG        ON 

d'où 


MN 

"  OT' 

MC 

TN 
OT 

MN 

MN 

"  OT  X  ON 

Donc  MG  est  bien  égal  au  rayon  de  courbure  R. 

2°  Pai'  le  point  N  on  mène  une  parallèle  à  la 
tangente  MT  qui  coupe  le  rayon  vecteur  OM  en  Q; 
la  perpendiculaire  élevée  en  ce  point  au  rayon  vec- 
teur passe  par  le  centre  de  courbure  C. 

En    effet,    les    triangles    semblables    MON,    MQG 
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donnent 

MC  _  MQ  _  MQ  X  MO 

MN  ~~  VIO  ~  OT  X  ON  * 

Mais  le  triangle  rectangle  MNQ  donne 

MN^  =  MQx  MO; 
donc 

MC  MN' 


MN        OTxON' 
ce  qui  prouve  bien  que  G  est  le  centre  de  courbure. 

S''  En  M  on  mène  la  symétrique  du  rayon  vecteur 
par  rapport  à  la  normale  ;  la  parallèle  à  la  tan- 
gente menée  par  N  la  coupe  en  R  ;  la  perpendiculaire 
éles^ée  e/i  R.  à  ^\K  passe  au  centre  de  courbure  G. 

Le  triangle  MQR  étant  isoscèle,  cette  construction 
ne  diffère  pas  au  fond  de  la  précédente. 


[0'2c] 

ÉGALITÉ  m\U  DEUX  ARCS  D1II\E  ELLIPSE 
ET  l)'L!\  \m\m  DE  PASCAL  ; 

Par  m.  E.-N.  BARfSIEN. 


I. 

Considérons  tout  d'abord  l'ellipse  d'équation 

h'^x'^T-cC-y^'  —  a'^b'^—  o. 

Soit  M  un  point  sur  l'ellipse  dont  l'angle  d'anomalie 
Ann.  de  Mathémal.,  4*  ^éric,  t.  XVI.  (Mai  1916.)  16 
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excentrique  est  o.  Les  coordonnées  de  ce  point  sont 


d'où 


dx 

-j—  =  —  a  sincp, 


d^ 


d^ 


=  b  coso  do. 


Fi: 


On  a  donc  pour  l'élément  d'arc  d'ellipse 


ds 
do 


\/{%y^{%y = v'«^«i"'<p+*'cos^. 


Or,  le  derni-diamètre  conjugué  à  OM,  OM|  a  pour 
valeur 

Donc 

ds         _  -  _ 
-T-  =  OMi. 

Si  A  est  le  sommet  (a,  o)  l'arc  AM  de  l'ellipse  est 
donné  par  la  formule 


(I) 


'am  ~   /     /«-sin^çp -4- 62  cos-cp  </o. 


II. 

Considérons  maintenant  le  limaçon  de  Pascal  dont 
l'équation  polaire  est 

r  =  A  cos6  -h  B. 
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L'élément  d'arc  de  cette  courbe  est 


^  =  1  A'  -^  (^  )'  =  V/(A  cose  +  B)-^-f-  A2  sin^e 


d^       [^ 


v/A2-i-B2-+-  2ABCOSI 


=  4 /(A2  -f-B2)/cos2-  +  sin2-)-f-  2AB/'cos2- 


sin-- 

'2 


/fi  fi 

=  l/(  A-h  B)2cos2^    -h(A  — B)2sin2-. 


Fig.  2. 


Si  O  est  le  point  double  du  limaçon  (ou  pôle),  si  G 
et  D  sont  les  sommets  tels  que 

OG  =  A-B,        0D  =  A4-B, 

les  arcs  PD  et  QC  correspondant  à  l'angle  9  ont  pour 
valeurs 

r^   / ~ — ë 

(2)    Sp^^^ij     4/(A-+-B)2cos2--h(A-B)2sin2^rf('^V 

,0       . . 

'.        é/(A— B)2cos2^  --(AH-B)2sin2-  «^(-)- 


(3)    s,.,,  =  2 


Pour   comparer   les   formules  (2)  et  (3)    à    la   for- 
mule (i),  posons 

e  =  24;  =  180"—  2w, 

-  =     Y  =    90" —  to. 
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On  a  alors 


(4)  5pj^  =  2  /  /(A  +  B)2sin2a)  H-(A  —  B)2cos2io  doj, 

( 5  )  5q^  =  2    r         /(A  -h  B)2sin2.]>  +  (  A  —  B)2cos24^  d'\i. 

Construisons  l'ellipse  de  demi-axes  (A  -h  B)  el  (A  —  B) 
et  son  cercle  principal. 

Fis.  3. 


0  AtB 

Soient  les  demi-axes 

Oa  =  A-f-B,         Op  =  A— B. 

Soient  L'  et  R'  des  points  du  cercle  principal  tels  que 

L'Qa  =  -,         K'OB  =  -. 

1  '  -2 

Si  L  et  K  sont  les  points  de  l'ellipse  correspondant 
à  L'  et  K.',  on  a  les  deux  égalités  d'arcs 


(6) 
(7) 


arcPD(limaçon)  =  2  arc^K  (ellipse), 
arc  QG  (limaçon)  =  2  arc  La  (ellipse). 


III. 


Périmètre  du  limaçon, 
l'arc  PD,  soit  par  Parc  QG. 


On  l'obtient   soit   par 


I 


(8)   ^ 
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L'arc  PD,  formule  (2),  donne  pour  l'arc  total  du 
limaçon 

X6=TC '. 
«/(A  -h  B)«cos2-  -+-  (4  —  B)^^in^-d(-\, 

(S  =  ^  1  y/(A-+-  B)2sin2to  -h  (A  —  B)«cos2w  rfw. 

L'arc  QG,  formule  (3),  donne  de  même 

Xe=T;        , _ .. 
l/(A-hB)2sin«^+(A  — B)2cos2^£/('^), 

<9)   \ 

^  =  ^f       V(A  +  B)2sin«ti>-+-(A  — B)2cos2  4/rf4>. 

Les  formules  (8)  et  (9)  démontrent  donc  le  joli 
résultat  suivant  : 

Le  périmètre  d^ un  limaçon  de  Pascal  est  équiva- 
lent au  périmètre  de  l'ellipse  qui  a  pour  demi-axes 
les  distances  du  point  double  (ou  pâle)  à  chacun  des 
sommets  du  limaçon. 

Lorsque  le  limaçon  devient  une  cardioïde,  alors 
B  =  A,  l'ellipse  devient  la  droite  aplatie  de  lon- 
gueur 4A  dont  le  périmètre  est  bien  8A.  C'est  la  lon- 
gueur connue  de  la  cardioïde  dont  le  cercle  de  base  de 
la  conchoïde  a  pour  diamètre  A. 

Réciproquement,  si  l'on  pose 

^=A-^B,        6  =  A  — B, 

on  en  déduit 

.        «-+-6  -,       a  —  b 

A  =  i         B  = . 

2  1 

On  peut  donc  dire  que  : 
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Le  périmètre  d^une  ellipse  donnée  est  équivalent 
à  celui  du  limaçon  de  Pascal  dont  le  cercle  généra- 

teur,  base  de  la  conchoïde^  a  pour  diamètre  le  -  de 

4 

la  somme  des  axes^  et  pour  constante  modulaire  le  - 
de  la  différence  de  ces  axes. 


[0*2e] 

DÉTËRMIIVATION  DU  R4Y0IV  DE  COURBURE  EN  M  POINT 
DE  CERTAINES  COURBES  PLANES; 

Par  m.  R.  BOUVAIST. 


Théorème. —  Si  Von  considère  un  faisceau  linéaire 
tangentielde  courbes  planés  f  -\-\^  =  o,  les  courbes 
de  base  f=  o,  es  =  o  étant  de  classe  m  : 

1°  Le  point  de  contact  O  de  la  courbe  du  faisceau 
qui  touche  une  droite  donnée  A  est  V intersection  de  A 
avec  la  droite  joignant  les  pôles  de  A  par  rapport 
aux  courbes  f=^  o,  rs  =  o. 

2°  Le  rayon  de  courbure  O  de  la  courbe  consi- 
dérée est  donné  par  la  formule 


I  I 


yi  et  y 2  désignant  les  distances  des  pôles  l?^  et  V^  de 
la  droite  A  par  rapport  à  f=  o  et  (f  =  o  à  cette 
droite;  |jl,,  1x2,  jjl'j,  {^2  les  tangentes  des  angles 
que  font  avec  A  les  tangentes  menées  de  O  aux 
coniques  polaires  de  A  par  rapport  à  /  =  o,  cp  =  o. 
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i**  Les  pôles  de  A  par  rapport  aux  courbes  du  fais- 
ceau considéré  sont  sur  une  droite  A,,  le  point  de  con- 
tact de  A  avec  la  courbe  du  faisceau  qui  lui  est  tangente 
étant  son  pôle  par  rapport  à  cette  courbe,  la  proposi- 
tion est  démontrée. 

1^  Prenons  pour  origine  le  point  O,  pour  axes  des  x 
et  des  j^  la  droite  A  et  la  perpendiculaire  à  cette  droite 
en  O,  on  voit  facilement  que  le  rayon  de  courbure  en  O 
d'une  courbe  '}(«,  (^,  w)  =  o  tangente  à  A  en  ce  point 

est  donne  par  Ja  formule  o  = r-— 

Ceci  posé,  nous  pouvons  écrire  l'équation  de  la 
courbe y*(w,  v^  w)=z  o  sous  la  forme 

(  II,  v,w) 

-h  G  M'"-2  p2_|_..._i_  I  m2(;'«-2 -i_  L  <A(^'«-' -1- K  i^'«] 

-f-  w  [Al  i*^-»  -+-  Bi  M"»-2  p  -+- . . .-1-  L,  uvfn-"^  -h Kl  p^'  1] 
-h  wp2  [As  W' -1  H- Bi  w'«-3 1; -h. ..+ Lo  ap^«-3  +  Kg (^'«-'] 

-f-  w'3y^^_3  4_. . .  +  wp'"   »/i  -h  tv'«  =  o, 

fm-ii/m-'c  "'^f\  désignant  des  polynômes  homogènes 
en  M,  V  de  degré  égal  à  l'indice  dont  ils  sont  alTectés. 
Nous  supposerons  l'équation  de  la  courbe  »(w,  i^,  (v)  =  o 
écrite  sous  la  même  forme,  les  coefficients  des  difte- 
rents  termes  étant  A',  B',  . . . ,  A', ,  B, ,  .... 
Les  pôles  de  A  par  rapport  à  /et  cp  seront 

w(?«)o  -+■  ^(?l)^  -H  »'{^[v)o  =  o, 

^^  {f'u)oi  i/Do-)  •  ••  désignent  les  dérivées  correspon- 
dantes dans  l'expression  desquelles  on  a  fait  u  =  iV  =  o^ 

c'est-à-dire 

L  u  -h  mK  i>  -{-  Ki  IV  =  o, 

L' u  -r-  mK'  V  -T-  K'j  (V  =  o  ; 
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les  coniques  polaires 

w^ifl'r-),-^     ^'HA)o-^   ^^HA^h 

«H<P«Oo^-  V^{^t^)o-+-       W^(^'if^)9 

-+■  2Mf(cp;;„)o+  9.Uw((f';,l)o-h'lVW((^l^„)o=  o 

seront  de  même 

il  tt2+/n(m  — ï)K  r2_|_2K2«'' 

-h  2{m  —  i)L  uv  -r-  iL  uw  -h  2 ( m  —  i ) K t  vw  —  o, 

iVu^-hmim  —  i)KV2-h  ïK'g  «p-^ 

-H-  2(m.  —  i)L'mp  -h  aL'titv  -h  2(m  —  i)K'i  cpp  =  o. 

Nous  avons  d'autre  part,  pour  expression  du  rayon  de 
courbure  en  O, 

or  la  courbe  considérée  étant  tangente  en  O  à  Or, 
nous  aurons 

_r^  _  j;_ 

K  "~  K' 


K  -H  XK'  =  o,  d'où  p  =  —  2  -£.  , 

«^1  _  £^ 

K         K 

Si  l'on  remarque  maintenant  que  les  ordonnées  des 
pôles  de  O^  par  rapport  ày=  o,  ^=  o  sont 

mK  inK\ 

et  que  les  produits  des  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes menées  de  l'origine  aux  coniques  polaires  de  ce 
point  sont 

K  K' 
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nous  aurons 


p  =  —  (m  —  i) 


I  I 


Construction  de  la  formule  donnée.  —  Désignons 
par  P|  el  P2  les  pôles  de  A  par  rapport  à  /=.  o,  cp  =  o  ; 
par  p,  et  p^  les  projections  de  ces  points  sur  A; 
para^,  p,,  a2,  ^2  les  intersections  des  droites  Pi/>o 
P2/>27  avec  les  tangentes  issues  de  O  aux  coniques 
polaires  de  A. 

Nous  aurons  visiblement 


Op, 


Op\ 


'Ml^i       Pi^i'xpi^i 


l^'i  î^2        Pi  «2  X  Pi  h 


OU   en   désignant   par  yi    et  Y2   les   orthocentres   des 
triangles  O  a,  p^,  Ool^^o^ 


_  O/), 


IMlJ-i        Pr(\ 


ix\  (a '2 


Op^_ 
Pi^î 


Menons  par  O  les  parallèles  à  P<Yi,  p2y2  et  désignons 
par  P'^  et  P'2  leurs  intersections  respectives  avec  P«/?i, 
P2/?2)  uous  aurons 


lM\J-2  Pl^l 


d'où 


p',/>,  X  Pja»,—  p;/?2x  p,;o,  . 


p  =  —  (m  —  I) 


\\Pi-^xPx 
sous  cette  forme  on  voit  immédiatement  que  la  droite 


X         y       I 
Pi/?i     P',/>i     I 

p2/?2       P't/'î        I 


=  O 
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coupe  Oy  en  un  point  G  tel  que 

OC  =  (?n  —  i)p. 
D'où  la  construction  suivante  : 

Soient  G  le  point  de  contact  de  la  courbe  consi- 
dérée avec  la  droite  A,  ?<  le  pôle  de  A  par  rapport  à 
l'une  des  courbes  de  base  du  faisceau  donnée  p^  la 
projection  de  P|  sur  A,  les  tangentes  menées  de  O  à 
la  conique  polaire  de  O^  par  rapport  à  la  courbe  de 
base  considérée^  coupent  P,/?i  en  <x\  et  ^^\  soit  y, 
V orthocentre  du  triangle  Oa,  p, ,  /a  parallèle  à  V^  y, 
menée  par  O  coupe  Pi/>i  en  P, ,  la  parallèle  à  A 
menée  par  V\  coupe  la  perpendiculaire  à  1  en  O  au 
point  K,  prenons  sur  KV\  dans  le  sens  KP'j  un  seg- 
ment KR|  =Pfpi  et  construisons  de  même  avec  la 
seconde  courbe  de  base  le  point  R2,  la  droite  R1R2 
coupe  OK  en  un  point  G  tel  que  OC  =  {m  —  1)0, 
p  étant  le  rayon  de  courbure  cherché. 

Remarque.  —  La  construction  précédente  s  appli- 
quera immédiatement  dans  les  très  nombreux  cas  où 
l'équation  tangentielle  d'une  courbe  s'écrira 

PiP2...Pn+XQiQ2...Q,=  o, 

P,P2  ...  P/o    QjQo  •••  Qn    étant  des   points    ou    des 
coniques,  différents  ou  confondus. 

En  particulier,  elle  permet  de  résoudre  immédiate- 
ment les  problèmes  suivants  : 

Construire  le  rayon  de  courbure  en  un  point 
d' une  conique  dont  on  connaît  cinq  tangentes. 

Une  conique  touchant  les  côtés  d^un  triangle 
en  a,  p,  y,  construire  le  rayon  de  courbure  en  V un 
de  ces  points. 
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CERTIFICATS  DE  iHÉCA^IQUË  RATIOMELLE. 


Clermont. 


Épreuve  théorique.   —    i°   Un  disque  circulaire^   homo- 
gène,  de    masse   m  et    de    rayon  R,   repose  sur  un  plan 


incliné  rugueux,  qui  fait  Vangle  i  avec  le  plan  hori- 
zontal. Le  coefficient  de  frottement  de  glissement  du 
disque  sur  le  plan  est  appelé  f  et  Von  néglige  le  frot- 
tement du  roulement. 

Le  disque  étant  placé  dans  un  plan  vei^tical,  tangen- 
tiellement  à  une  ligne  de  plus  grande  pente^  on  le  lance 
avec  une  vitesse  de  translation  quelconque  parallèle  à 
cette  ligne  et  une  vitesse  de  rotation  quelconque  autour 
de  son  axe.  Déterminer  son  mouvement.  Discuter  les  dif- 
férentes phases  qui  peuvent  se  présenter.,  suivant  les  con- 
ditions initiales  et  suivant  la  valeur  de  Vangle  i.  Déter- 
miner la  réaction  en  M,  dans  chaque  phase. 

2"  On  raccorde  le  plan  incliné  avec  un  plan  hori- 
zontal H,  de  même  nature,  au  moyen  d'une  surface 
cylindrique.,  également  de  même  nature  et  dont  la  section 
droite  est  un  certain  arc  de  courbe  AB,  On  suppose  qu'au 
moment  où  le  disque  arrive  en  A,  il  se  trouve  dans  une 
période  de  non-glissement.  En  admettant  que  cette  absence 
de  glissement  persiste,  montrer  que  le  disque  arrive  en  B 
avec  une  vitesse  indépendante  de  la  forme  de  lare  AB, 
pour  une  différence  donnée  entre  les  niveaux  des  points 
A  et  B. 
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Déterminer  le  mouvement  du  disque  sur  l'arc  AB,  en 
supposant  ce  dernier  circulaire  et  de  rayon  p  >■  R.  Mon- 
trer que  ce  mouvement  est  perpendiculaire  et  calculer  la 
longueur  du  pendule  synchrone. 

3"  Le  disque  roulant  maintenant  sur  le  plan  hori- 
zontal, avec  une  vitesse  de  translation  c,  on  imagine  qu'il 
vient  heurter  un  autre  disque  identique,  au  repos  sur  H 
et  dans  le  plan  du  premier  disque.  On  néglige  le  frot- 
tement des  deux  disques  l'un  sur  Vautre  et  on  les  suppose 
entièrement  dénués  d^ élasticité .  Enfin,  on  admet  qu'ils 
restent  tous  deux  en  contact  avec  le  plan  H.  On  demande 
de  calculer  leurs  vitesses  après  le  choc.  Démontrer  qu'ils 
restent  ensuite  en  contact  et  déterminer  leur  mouvement 
ultérieur.  Calculer  les  diverses  réactions,  dans  les  diffé- 
rentes phases  de  ce  mouvement. 

(On  admettra  que,  dès  que  le  glissement  d'un  des 
disques  sur  le  plan  H  a  cessé,  il  ne  réapparaît  plus .) 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  trois  points  fixes  A,  H,  C, 
formant  un  triangle  équilatéral,  de  côté  égal  à  deux 
et  trois  mobiles  M,  N,  P^  de  masse  commune  égale  à  i. 

Ces  derniers  s'attirent  deux  à  deux,  suivant  des  forces 


Xi       ^^         0  A  M, 


égales  à  leurs  distances  mutuelles.  De  plus,  A,  B,  G 
attirent  respectivement  M,  N,  P,  suivant  des  forces  égales 
à  AM,  BN,  CP. 

1°  Déterminer  la  position  d'équilibre  du  système. 

•à"  Déterminer  le  mouvement  du  système,  quand  on 
l'abandonne,  sans  vitesse  initiale,  dans  la  position  MoNqPo 
telle  que 

OMo=ONo=2,         OPo=«. 

Quel  est,  en  particulier.,  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
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vite?  On  construira  les  trajectoires  de  M  et  de  N  et  l'on 
décrira  le  mouvement  de  P,  en  supposant  que  Po  est  en  O. 
On  déterminera,  en  particulier,  les  époques  et  positions 
de  rencontre  de  M  et  de  1^.  Enfin,  on  étudiera  les  varia- 
tions de  Vénergie  cinétique  du  système.    (Juin  I9i4') 

Dijon. 

Épreuve   écrite.  —  i"  Pendule  conique. 
2"  Equations  de  Lagrange. 

Épreuve  pratique.  —  Deux  points  fixes  sont  situés  dans 
le  même  plan  horizontal  à  une  distance  de  4*".  Deux  fils 
élastiques  identiques  ont  comme  longueur  i™,  et  chacun 
d'eux  est  en  équilibre  lorsqu'il  est  vertical,  une  extrémité 
étant  fixe  et  l'autre  supportant  un  poids  de  loo^,  la  lon- 
gueur étant  alors  de  2"".  Chaque  fil  a  une  extrémité 
attachée  à  l'un  des  points  fixes,  et  l'autre  à  un  point 
matériel  du  poids  de  loo^,  qui  glisse  avec  frottement  sur 
le  plan  horizontal.  A  l'instant  initial,  cette  petite  masse 
est  en  repos  à  i""  de  l'un  des  points  fixes,  entre  les  deux 
points  fixes.  On  demande  de  déterminer  le  coefficient  de 
frottement  de  façon  que  le  point  matériel  arrive  sans 
vitesse  à  égale  distance  des  points  fixes.  On  sait  que  la 
tension  d'un  fil  élastique  est  proportionnelle  à  l'allon- 
gement du  fil.  (Novembre  I9i3.) 

Grenoble. 

Épreuve  théorique.  —  Un  fil  rigide  homogène  forme  le 
périmètre  d'un  triangle  équilatéral  ABC  de  côté  a  de 
masse  m.  Le  côté  BG  peut  glisser  sur  une  horizontale 
fixe  Oxj  le  plan  xOy  du  triangle  reste  vertical.  Au 
point  A  est  attaché  le  fil  d'un  pendule  simple  AP  dont  la 

longueur  est  —  ;  la  masse  du  point  P  est  m,  celle  du  fil  est 

négligeable.  Le  pendule  oscille  dans  le  plan  du  triangle. 

I^es  liaisons  sont  sans  frottement. 

1°  Etudier  le  mouvement  du  système  en  supposant  quà 
l'instant  initial  les  vitesses  soient  nulles  et  que  P  coïncide 
avec  le  milieu  de  AB. 

2"  Calculer  la  tension  du  fil  à  un  instant  où  il  est  ver- 
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tical;  dans  les  mêmes  conditions ^  déterminer  les  réactions 
exercées  par  Oa:,  en  supposant  qu'elles  se  réduisent  à 
deux  forces  ^.  y  appliquées  en  B  et  G. 

3°  On  immobilise  brusquement  le  triangle  à  un  instant 
où  P  est  sur  la  verticale  du  point  A.  Déterminer  le  mou- 
vement ultérieur^  la  liaison  nouvelle  étant  supposée  per- 
sistante. Evaluer  la  force  vive  perdue. 

Nota.  —  Prendre  pour  paramètres  l'abscisse  x  de  A  et 


l'angle  6  de  AP  et  de  la  verticale  descendante. 

Épreuve  pratique.  —  Un  carré  de  côté  l  engendre  un 
double  cône  en  tournant  autour  d'une  de  ses  diago- 
nales 00'.  Un  solide  homogène  pesant  S  est  limité  par  ce 
double  cône, 

i"  Déterminer  les  moments  principaux  d'inertie  de  S 
relatifs  à  son  centre  de  gravité  G  et  ceux  relatifs  au 
sommet  O. 

a"  On  suppose  que  S  est  mobile  autour  du  point  O  qui 
est  fixe  et  qu'à  l'instant  initial  l'axe  00'  est  horizontal, 
la  vitesse  de  O'  étant  nulle.  On  sait  que  dans  le  mou- 
vement  ultérieur   la    distance   maximum,   de   O'  au  plan 

horizontal   passant  par    O    est    lyîcosy..    Quelle    est    la 
vitesse  initiale  de  rotation  de  S  autour  de  00'? 

(Juillet  1913.) 


Problème.  —  Une  circonférence  homogène  se  meut  dans 
un  plan  vertical  fixe  et  repose  sur  une  horizontale 
fixe  Ox  de  ce  plan,  sur  laquelle  elle  peut  glisser  et  rouler. 
Un  point    matériel  pesant    P   peut   se    déplacer    sur    la 
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circonférence  ;  ce  point    et    la    circonférence     ont   même 
masse  M, 

i"  Etudier  le  mouçement  du  système. 


Q.'^  Calculer  les  réactions  qui  s'exercent  en  P  et  au 
point  A  de  contact  de  la  circonférence  et  de  la  droite  Ox. 

Épreuve  pratique.  —  Une  plaque  plane  homogène  de 
masse  M,  d'épaisseur  négligeable^  est  limitée  par  un 
hexagone  régulier  de  côté  a. 

I*  Former  l'équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif 
au  centre  de  gravité. 

2**  La  plaque  se  moussant  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité supposé  fixe  est  animée  d'un  mouvement  à  la  Poinsot 
Déterminer,  pour  chacun  des  deux  cônes  roulettes  fixe  et 
mobile,  le  demi-angle  au  sommet.,  sachant  qu'à  l'instant 
initial  la  rotation  instantanée  fait  un  angle  de  So''  avec 
le  plan  de  la  plaque.  (Novembre  I9i3.) 

Lyon. 

Composition  écrith.  —  On  donne  une  circonférence  de 
cercle  fixe  dans  un  plan  vertical.  Soient  G  son  centre., 
K  l'extrémité  supérieure  de  son  diamètre  vertical.    Une 


tige  rectiligne  matérielle  homogène  pesante  infiniment 
mince.,  de  longueur  il  et  de  centre  O,  est  placée  tangen- 
tiellement  en  un  point  Mo  de  la  demi-circonférence  supé- 
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rieure^  et  animée  d'une  vitesse  initiale  quelconque ^  de 
manière  cependant  que  la  tige  ne  sorte  pas  du  plan  de 
la  circonférence.  On  suppose  de  plus  que  la  circonférence 
et  la  tige  sont  assez  rugueuses  pour  que  cette  tige  ne 
puisse  que  rouler  sans  glisser  sur  la  circonférence  et  que, 
quand  la  tige  devient  horizontale.,  elle  soit  en  contact 
avec  la  circonférence  par  son  milieu  O,  qui  vient  alors 
toujours  ainsi  en  K.  On  demande  d'étudier  le  mouve- 
ment. Indiquer  les  différentes  méthodes  qui  peuvent  être 
employées  en  en  justifiant  l'usage  :  mais  n'employer 
effectivement  que  l'une  d'elles  pour  établir  la  ou  les 
équations  différentielles  du  mouvement.  Celles-ci  établies^ 
poursuivre  l'étude  du  mouvement  en  se  bornant  au  cas 
des  petits  mouvements^  et  par  conséquent  en  considérant 
comme  devant  rester  constamment  petit  du  premier  ordre 

l'angle  6=  KGM.  (Novembre  igiS.) 

Composition  écrite.  —  Un  point  matériel  pesant  est 
assujetti  à  rester  sur  la  surface  d'une  sphère;  il  est  attiré 
par  un  point  de  la  verticale  passant  par  le  centre  de  la 
sphère  proportionnellement  à  la  distance.  Sa  vitesse  ini- 
tiale est  horizontale.  Entre  quelles  limites  varie  pendant 
le  mouvement  la  hauteur  du  mobile?  Déterminer  le  coef- 
ficient d'attraction  de  façon  que  la  vitesse  reste  con^ 
slante^  et  étudier  alors  complètement  le  mouvement. 

(Juin  I9i4-  ) 


CORRESPONDANCE. 


G.  Fontené.  —  Sur  la  question  2288.  —  Cette  question, 
posée  par  moi,  est  manifestement  erronée  :  le  lieu  du  point  P 
a  deux  points  de  rebroussement  aux  centres  de  courbure 
situés  sur  l'axe  que  l'on  considère.  Je  m'excuse  auprès  des 
lecteurs  du  Journal  pour  la  perte  de  temps  que  j'ai  pu  leur 
causer. 
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[M'5]  [M'6h] 

SIU  IIV  RAPPROCHEMENT  REMAROIIARLE  ENTRE  l/RYPO- 
CYCLOÏOE  i  TROIS  REBROl]SSEi)IE\TS,  LE  FOLIIM 
DE  0E8CARTES  ET  LA  CARDIOÏDE  ; 

Par  m.  R.  GOORMAGHTIGH. 


1.  Considérons  un  système  d'axes  de  coordon- 
nées ivOy  et  une  courbe  (F)  symétrique  pnr  ra()porl  à 
l'axe  O^;  son  équation  est  de  la  forme  f(a^,  y^)  =  o. 
Considérons,  d'autre  part,  la  courbe  (F)  d'équa- 
tion /{^^  — y^)  =  o.  La  transformation  qui  sert  à 
passer  de  la  courbe  (F)  à  la  courbe  (F')  n'est  autre 
que  la  transformation  affine,  caractérisée  par  les  équa- 
tions 

(  I  )  x'  =  T,       y'=iy\ 

elle  fait  correspondre  à  des  points  imaginaires  de  (F) 
des  points  réels  de  (F'),  et  réciproquement.  Les 
courbes  (F)  et  (F')  étant  affines,  il  existe  entre  leurs 
propriétés  des  relations  bien  connues.  Or,  on  peut 
établir,  au  moyen  de  cette  transformai  ion  et  d'autres 
transformations  géométriques  simples,  un  rapport 
entre  Fhypo(  ycloïde  à  trois  rebroussements,  certaines 
trisectrices  remarquables,  le  folium  de  Descartes  et  la 
cardioïde.  On  pourra  ainsi  déduire,  des  propriétés 
connues  de  l'bj[)Ocycloïde  à  trois  rebrousst;mcnls,  plu- 
sieurs tbéorèmes  importants  concernant  le  folinm  de 
JDescartes  et  la  cardioïde. 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  XVI.  (Juin  1916.)  17 
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2.  Soit  (H3)  uno  hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
ments  dont  Je  cercle  tritangent  (C,)  a  pour  centre  O 
et  pour  rajon  r^  et  dont  un  des  points  de  rebrousse- 
ment  est  le  point  ( — 3/%  o).  La  polaire  réciproque 
de  (H3)  par  rapport  au  cercle  tritangent 

est  la  irisectrice  de  G.  de  Longchamps  (L)  ayant  pour 
équation 

Si  l'on  preod  la  courbe  affine  de  (L),  d'après  les 
équations  (i),  on  obtient 

ic(a7'^  -h  3^2  j  —  r(x^  —  jk^)  =  o. 

Cette  équation  représente  unfoliam  de  Descartes  (F) 
ayant  pour  asymptote  la  droite 

3  ic  -H  r  =  o  ; 

l'origine  O  est  le  point  double  et  le  sommet  de  la  boucle 
est  le  point  (/*,  o). 

Considérons  maintenant  la  couibe  affine  de  (F), 
l'axe  d'affinité  étant  l'axe  O^,  le  rapport  d^affinité 
étant  \/3  t  i  ;  on  obtient  ainsi  la  trisectrice  de  Maclau- 
rin  (M)  d'équation 

ir(ip2+j2)  -4-  r,{y^—  3a72)  =  o. 

Considérons  enfin  le  cercle  (y)  de  rayon-/*  ayant 

pour  centre  le  point  O' (| /*,  oj.  La  polaire  réciproque 

de  la  trisectrice  de  Maclaurin  par  rapport  à  ce  cercle 
est,  d'après  un   théorème  de    G.  de  Longchamps  (' ), 

(')  Rapprochement  entre  la  trisectrice  de  Maclaurin  et  la  car. 
dioide  {Prager  Ber.,  ï^97)- 


I 
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une  carxlioïde  (G).   Celte  cardioïde   a  pour  point  de 
rebroiissement  le  point   (  - /',  o  1    et  pour   sommet    le 
point  (r,  o). 

Sur  le  folium  de  Descartes  (' ). 

3.  Comme  applicalions  des  remarques  qui  précè- 
dent, nous  déduirons  quelques  propriétés  remarquables 
du  folium  de  Descartes  de  celles  de  l'hypocycloïde  à 
trois  rebroussements. 

Cherchons  d'abord  quelles  sont  les  coniques  obte- 
nues en  transformant  le  cercle  tritangent  (Ci)  et  celui 
des  rebroussements  (Co)  de  (H3),  comme  on  a  trans- 
formé l'hypocycloïde  pour  en  déduire  le  folium  de 
Descaries.  Si  l'on  transforme  (Ci)  et  (C2)  par  polaires 
réciproques  par  rapport  au  cercle  (Ci),   on  obtient  le 

Fig.  i. 


cercle  (C,)  lui-même    et    un   cercle  concentrique  de 


(')  On  connaît  peu  de  propriétés  de  cette  courbe   (  Voir  Loria- 
Schuttij:,  Spezielle  ebene  Kurven,  t.  I,  p.  58). 
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rayon  - /•.    On   voit,    par  suite,    qu'il    correspond   au 

folium  (F),  comme  transformées  de  (C,  )  et  (C2),  deux 
hyperboles  équilalères  (H,)  et  (H2).  Uhyperbole  (H<  ) 
a  pour  centre  le  point  double  O  et  pour  asymptotes  les 
tangentes  nodalesdu  folium;  l'un  des  sommets  de  l'axe 
réel  de  cette  hyperbole  est  le  sommet  de  la  boucle. 
L'hyperbole  (Ha)  est  homothétique  de  (H,)  par  rap- 
port à  O,  le  rapport  d'homothétie  étant  1  ',  3   {Jîg.  i). 

4.  La  tangente  en  un  point  d'une  bypocycloïde  à 
trois  rebroussements  coupe  la  courbe  en  deux  points, 
qui  sont  les  points  associés  du  point  considéré;  les 
tangentes  en  ces  points  sont  rectangulaires,  leur  inter- 
section appartient  au  cercle  tritangent  et  le  point  de  ce 
cercle  diamétralement  opposé  à  cette  intersection 
appartient  à  la  première  tangente  considérée. 

Si  l'on  transforme  ce  théorème  par  polaires  réci- 
proques, on  obtient  la  propriété  suivante  de  la  Irisec- 
trice  (L)  :  si,  d'un  point  de  la  trisectrice,  on  mène  les 
tangentes  à  la  courbe,  autres  que  celle  au  point  consi- 
déré, la  corde  de  contact  est  vue  du  point  O  sous  un 
angle  droit  et  enveloppe  le  cercle  (C,);  cette  corde 
passe  par  le  symétrique  par  rapport  à  O  du  point  con- 
sidéré de  la  trisectrice. 

Passons  ensuite  au  folium  de  Descartes;  remarquons 
qu'à  deux  rayons  perpendiculaires  du  cercle  (G,  )  cor- 
respondent^ pour  une  conique  affine,  deux  demi- 
diamètres  conjugués  et  que,  pour  une  hyperbole  équi- 
latère,  deux  directions  conjuguées  sont  symétriques 
par  rapport  aux  asymptotes.  Nous  aurons  donc  le  théo- 
rème suivant  : 

Si  deux  points  M  et  M^  dUin  folium  de  Descartes 
sont  tels  que  les  d/^oites  qui  les  joignent  au  point 
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double  sont  symétriques  par  rapport  aux  tangentes 
nodales,  les  tangentes  en  ces  points  se  coupent  en 
un  point  P  de  la  courbe  et  la  corde  MMi  enveloppe 
une  hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont 
les  tangentes  nodales;  cette  corde  contient  le  symé- 
trique P'  de  P  par  rapport  àO. 

On  verra  plus  loin  que  P'  est  le  milieu  de  MMi. 

5.  On  sait  que  la  développée  de  riiypocycloïde  (H 3) 
est  une  autre  hjpocjcloïde  à  trois  rebroussements 
Iiomothé tique  de  (H3)  par  rapport  à  O,  le  rapport 
d'homotliélie  étant  3  t  i.  On  déduit  delà  que  le  lieu 
des  points  d'intersection  de  la  tangente  en  un  point  de 
la  trisectrice  (L)  avec  la  perpendiculaire  élevée  en  O 
sur  la  droite  qui  joint  ce  dernier  point  au  point  consi- 
déré de  (L)  est  la  courbe  homotliétique  de  (L)  par 
rapport  à  O,  le  rapport  d'homotbétie  étant  i  :  3.  On  a, 
par  suile,  cette  [)ropriété  du  folium  de  Descartes  : 

Le  lieu  de  V intersection  de  la  tangente  en  un 
point  M  du  folium  avec  la  symétrique  de  OM  par 
rapport  aux  tangentes  nodales  est  un  folium  homo- 
thé tique  du  folium  considéré  par  rapport  à  O,  le 
rapport  d'homothétie  étant  i  :  3. 

Appelons  T  le  point  où  la  droite  OiVI,  rencontre  la 

tangente    au    folium    au    point  M,    T,    le   point  où  la 

droite  OM  rencontre  la  tangente  au  folium  au  point  M,. 

Ou  a 

30T=OM,,         30T,=  0M,         PO  =  OP' 

et,  par  suite, 

MP'=P'M,,        MP  =  3TP,        MiP  =  3TiP. 

On  déduit  de  là  ces  théorèmes  : 
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Si  deux  points  M  et  M»  d'un  folium  de  Descartes 
sont  tels  que  OM  et  OM,  sont  symétriques  par  rap- 
port aux  tangentes  nodales.  le  milieu  de  MMj  décrit 
le  folium  symétrique  du  folium. donné  par  rapport 
au  point  double. 

Si  la  tangente  en  un  point  d'un  folium  de  Des- 
cartes recoupe  la  courbe  au  point  P,  le  lieu  du 
point  T  situé  au  tiers  du  segment  PM  à  partir  de  P 
est  un  autre  folium  de  Descartes. 

6.  La  normale  en  un  point  quelconque  de  l'hypocy- 
cloïde  recoupe  la  courbe  en  trois  points,  dont  deux 
sont  imaginaires;  les  tangentes  en  ces  trois  points  con- 
courent sur  le  cercle  des  rebroussements  (G2).  En 
transformant  cette  propriété  on  voit  que  si,  du  point  T, 
on  mène  au  folium  les  tangentes  autres  que  la  tan- 
gente MP,  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  appar- 
tiennent à  une  tangente  à  l'hyperbole  (H2). 

Le  lieu  des  points  d'oie  l'on  peut  mener  au  folium 
de  Descartes  trois  tangentes  dont  les  points  de  con- 
tact sont  collinéaires  est  le  folium  de  Descartes 
homothétique  du  folium  considéré  par  rapport  au 
point  double^  le  rapport  d'homothétie  étant  i  :  3. 

La  droite  qui  joint  les  points  de  contact  enveloppe 
l'hyperbole  équilatère  (H2). 

7.  A  trois  normales  concourantes  de  l'hjpocycloïde 
correspondent,  pour  le  folium,  trois  points  T  colli- 
néaires; il  suffit  pour  cela  que  les  points  M ,  correspon- 
dants soient  collinéaires.  Or,  on  sait  que  la  normale  en 
un  point  de  l'hypocycloïde  à  Irois  rebroussements  et 
celles  aux  points  associés  concourent  en  un  point  du 
cercle  des  rebroussements.   On  déduit  de  là  une  pro- 
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piiété  qui  complète  le  ihéorème  du  paragraphe  4.  Si 
l'on  désigne  par  R  le  point  où  la  tangente  en  P  an 
folium  recoupe  la  courbe,  le  point  situé  au  tiers  de  PR 
à  partir  de  R  appartient  à  la  droite  TT, .  Il  résulte  de  là 
que,  si  l'on  appelle  P,  le  point  où  le  symétrique  de  OP 
par  rapport  aux  tangentes  nodales  recoupe  le  folium, 
ce  point  P|  appartient  à  la  droite  MM,. 

Si  d^un  point  P  du  folium  on  mène  deux  tan- 
gentes PM,  PM,  à  la  courbe^  la  corde  de  contact 
contient  le  point  oit  le  symétriciue  de  OP  par  rap- 
port aux  tangentes  nodales  recoupe  la  courbe. 

8,  Coniques  tritangentes  au  folium,  de  Descartes. 
—  On  sait  que  les  normales  à  l'hjpocycloVde  (H;,)  aux 
points  de  contact  de  la  courbe  avec  une  conique  tri- 
tangente  sont  concourantes.  On  déduit  de  là,  en  tenant 
compte  des  remarques  qui  précèdent,  la  proposition 
suivante  : 

Si  M,  M',  M"  sont  les  points  de  contact  du  folium 
de  Descartes  avec  une  conique  tritangente,  les 
points  M,,  M',,  M'J  où  les  symétriques  de  OM,  OM', 
OM'^  par  rapport  aux  tangentes  nodales  recoupent 
la  courbe  sont  collinéaires. 

Si  les  normales  en  trois  points  d'une  hypoc} cloide  à 
trois  rebroussements  sont  concourantes,  leurs  points 
associés  appartiennent  à  une  conique.  On  a  donc,  pour 
le  folium  de  Descartes,  la  propriété  suivante  : 

Les  tangentes  menées  de  M,  M',  M"  au  folium  sont 
tangentes  à  une  conique. 

Nous  avons  montré  (*)  que,  lorsque  le  centre  d'une 


(')  Nouçeltes  Annales,  octobre  nji'o. 


(  248  ) 

conique  tritangente  à  une  hjpocjcloïde  à  trois  rebroiis- 
sements  (H3)  décrit  une  droite  d^  cette  conique  passe 
par  wn  point  fixe  qui  appartient  à  la  tangente  à  (Ha) 
perpendiculaire  à  d.  Par  suite,  si  une  telle  conique 
passe  par  un  point  fixe,  le  lieu  de  son  centre  se  com- 
pose de  trois  droites.  Si  l'on  transforme  cette  propriété 
par  polaires  réciproques,  on  voit  que,  si  une  conique 
tritangente  à  la  trisectrice  (L)  reste  tangente  à  une 
droite  fixe,  l'enveloppe  de  la  polaire  de  O  par  rapport 
à  cette  conique  se  compose  de  trois  points. 

Passant  ensuite  de  la  courbe  (L)  à  la  courbe  (F),  on 
a  ce  théorème  : 

Si  une  conique  tritangente  à  un  foliuni  de  Des- 
cartes reste  tangente  à  une  droite  fixe ^  V enveloppe 
de  la  polaire  du  point  double  par  rapport  à  cette 
conique  se  compose  de  trois  points  fixes. 

Sur  la  cardioïde. 

9.  En  utilisant  les  propriétés  du  folium  de  Des- 
cartes que  nous  venons  de  déduire  de  celles  de  l'hjpo- 
cycloïde  à  trois  rebroussenienls,  on  peut  obtenir,  au 
moyen  des  transformations  indiquées  au  paragraphe  2, 
des  théorèmes  intéressants  concernant  la  cardioïde. 

Appliquons  d'abord  aux  hyperboles  (H<)  et  (H2)  les 
transformations  par  lesquelles  nous  avons  déduit  In 
cardioïde  (C)  du  folium  (F).  L'hyperbole  affine  de  (H,) 
correspondant  à  la  trisectrice  de  Maclaurin  (M)  a  pour 
équation 

3^2_jj^2^   3^2. 

On  déduit  ensuite  de  là,  par  un  calcul  simple,  qu'à  la 
cardioïde  (C)  correspond,  comme  transformée  de  (H,), 
une  autre  hyperbole  (H',).  L'un  des  sommets  de  l'axe 
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réel  de  celle-ci  est  le  sommet  de  la  cardioïde  (G), 
l'autre  est  le  point  situé  au  dixième  de  la  distance  du 
point  de  rebroussement  au  sommet  de  (G).  L'hyper- 
bole (H'j)  passe  par  les  points  de  contact  A,  et  A2  de 
la   cardioïde  avec  sa    tangente  double;    les   tangentes 


Fi; 


à  (U^)  en  ces  points  se  coupent  au  foyer  singulier  O' 
de  la  cardioïde  {fi g-  2). 

Gonsidérons  de  même  l'hyperbole  (Ho);  à  la  trisec- 
trice  de  Maclaurin  correspond,  comme  transformée 
de  (H2),  l'hyperbole 


i'i) 


9.r2-  372=  ,5 


Soit  (r,)  le  cercle  de  base  de  la  cardioïde  considérée 
comme  conchoïde  et  (Fj)  le  symétrique  de  ce  cercle 
par  rapport  au  rebroussement  de  ((^).  On  montre  aisé- 
ment que,  si  l'on  applique  à  Thypeiliole  (2)  la  trans- 
formation par  polaires  réciproques  qui  fait  correspondre 
Va  cardioïde  (G)  à  la  triseclrice  (M),  ou  obtient  le 
cercle  {X\  ). 


10.    Nous    avons    considéré   (§   i)    les   couples    de 


(  25o  ) 

points  M,  M,  du  folium  de  Descartes,  tels  que  les 
droites  OM,  OMi  sont  symétriques  par  rapport  aux 
tangentes  nodales.  A  ces  deux  points  M  et  M<  corres- 
pondent sur  la  trisectrice  (M)  deux  points  ^  et  |ji'  tels 
que  Op.  et  Op'  sont  conjugués  par  rapport  à  l'hyper- 
bole (2).  Or,  le  cercle  (F,),  polaire  réciproque  de 
cette  hyperbole  par  rapport  au  cercle  (y),  passe  par 
les  points  A,  et  Ao,  et  la  tangente  double  A,  Ao  de  la 
cardioïde  est  la  polaire  de  O  par  rapport  au  cercle  (y). 
On  déduit  de  là  qu'aux  points  M  et  M,  du  folium  de 
Descartes  correspondent  deux  tangentes  delà  cardioïde 
divisant  harmoniquement  le  segment  A,  A2. 

Des  propriétés  du  folium  de  Descartes  trouvées  au 
paragraphe  4,  découle  donc,  pour  la  cardioïde,  le  théo- 
rème suivant  : 

Une  tangente  à  la  cardioïde  coupe  la  courbe  en 
deux  points  ;  les  tangentes  en  ces  points  di^-isent  liar- 
moniquenient  le  segment  compris  entre  les  points 
de  contact  de  la  cardioïde  avec  sa  tangente  double. 

Le  lieu  de  V intersection  de  ces  tangentes  est  une 
hyperbole. 

11.  Du  théorème  du  paragraphe  6,  on  déduit  ensuite 
cette  propriété  : 

Le  lieu  des  points  d^ où  Von  peut  mener  à  une  car- 
dioïde trois  tangentes  dont  les  points  de  contact  sont 
collinéaires  est  le  cercle  symétrique  par  rapport  au 
rebroussement  du  cercle  fondamental  de  la  car- 
dioïde considérée  comme  conchoïde  (  '  ). 

(')  M.  G.  Loria  a  donné  comme  lieu  de  ce  point  le  cercle  fonda- 
mental {Spezielle  ebene  Kurven^  t.  I,  p.  i55).  Ce  résultat  est 
inexact;  on  le  montre  facilement  d'ailleurs  en  vérifiant  les  calculs 
résumés  dans  cet  Ouvrage. 
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On  peut  d'ailleurs  aisément  construire  des  droites 
telles  que  les  tangentes  en  trois  de  leurs  points  d'in- 
tersection avec  la  cardioïde  soient  concourantes.  Soit, 
en  effet,  Q  le  point  de  contact  de  la  cardioïde  avec  la 
polaire  du  point  a  par  rapport  au  cercle  (y).  Celte 
polaire  coupe  la  tangente  double  A,  Ao  en  un  point  K, 
dont  le  conjugué  harmonique  K.'  par  rapport  aux 
points  Aj,  Ao  est  le  pôle  de  la  droite  Ojji'  par  rapport 
au  cercle  (y).  Par  conséquent,  la  droite  QR'  est  la 
polaire  du  point  d'intersection  t  de  Oti.'  avec  la  tan- 
gente en  {JL  à  la  trisectrice  (M).  Puisque  le  point  t  cor- 
respond à  T  dans  la  transformation  affine  par  laquelle 
on  déduit  (M)  de  (F),  on  peut  mener  de  ce  point  à  la 
trisectrice  (M)  trois  tangentes  dont  les  points  de 
contact  sont  coUinéaires.  On  a  donc  le  théorème  sui- 
vant : 

Soit  K.'  le  conjugué  harmonique^ par  rapport  aux 
points  de  contact  de  la  cardioïde  avec  sa  tangente 
double,  du  point  d^ intersection  K  de  cette  tangente 
double  avec  la  tangente  en  un  point  quelconque  Q 
de  la  cardioïde.  La  droite  QK.'  recoupe  la  courbe  en 
trois  points  ;  les  tangentes  en  ces  points  sont  con- 
courantes. 

12.  Au  moyen  des  considérations  qui  précèdenl 
on  déduit  encore  du  paragraphe  8  les  théorèmes  sui- 
vants : 

Les  tangentes  menées  d\in  point  à  la  cardioïde 
coupent  la  tangente  double  en  a,  [5,  y;  soient  a^,  jB',  y' 
les  conjugués  harmoniques  de  a,  j3,  y  par  rapport 
aux  points  A,  et  A;,,  et  et!' ^  9j" ^  y"  les  points  de  contact 
des  tangentes  menées  de  a',  ^',  y'  à  la  courbe.  Les 
points  a";  ^',  y"  sont  les  points  de  contact  d'une  co- 
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nique  tritatigente  à  la  cardioïde ^  et  les  droites  aa", 
3?'  ?  TT  -^^^^^  concourantes. 

En  parliculier  : 

Si  de  deux  points  K  et  K'  de  la  tangente  double, 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  de 
contact  de  celle-ci  avec  la  cardioïde,  on  mène  deux 
tangentes  qui  touchent  la  courbe  en  Q  et  Q',  les 
droites  KQ'  et  R'Q  se  coupent  sur  le  cercle^  symé- 
trique  par  rapport  au  rebroussement^  du  cercle  fon- 
damental  de  la  cardioïde  considérée  comme  con- 
choîde. 

Si  l'on  observe  enfin  que  la  polaire  de  O  par  rapport 
au  cercle  (y)  est  la  tangente  double  de  la  cardioïde,  on 
a  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  pôles  de  la  tangente  double  de  la 
cardioïde  par  rapport  aux  coniques  tritangentes  à 
la  courbe  passant  par  un  point  fixe  se  compose  de 
trois  droites. 


[0'8a] 

MOIIYEME^T  DTIVE  FIGURE  PLANE  LIÉE  A  DEUX  COllKBES 
UOULAN T  SUR  DES  ROULEAUX  ; 

Par  m.   R.  BRIGA.RD. 


1.  Il  ya  quelques  années,  M.  le  lieutenant  A.  Bienajmé 
a  publié  ici  même  (*)  une  intéressante  étude  du  mou- 

(  '  )  Essai  sur  le  déplacement  d'un  madrier  sur  deux  rouleaux 
non  parallèles  {Nouvelles  Annales,  4'  série,  t.  III,  1903,  p.  48^)» 


(  ;>.53  ) 

vement  d'une  droite  roulant  sur  deux  rouleaux  non  pa- 
rallèles (mouvement  qu'on  réalise  aisément  au  moyen 
d'une  règle  dont  on  appuie  une  arête  sur  deux  ciayons, 
roulant  eux-mêmes  sui  une  table).  Un  des  résultats  les 
plus  saillants  obtenus  par  cet  auteur  est  que  Vaire  du 
triangle  formé  par  la  droite  et  par  les  axes  des  rou- 
leaux {en  projection  sur  le  plan  de  roulement)  a  une 
valeur  constante. 

On  peut,  plus  généralement,  se  proposer  d'étudier  le 
mouvement  d'une  figure  plane  (F)  dans  son  plan^  le 
mouvement  étant  défini  par  cette  condition  que  deux 
courbes  de  la  figure  roulent  chacune  sut"  un  rouleau. 
Les  deux  rouleaux  sont  des  cylindres  de  révolution 
égaux  qui  roulent  tous  les  deux  sur  un  plan  parallèle 
au  plan  de  (F).  On  pourrait  supposer  plus  généralement 
(jue  ces  rouleaux  ont  des  rayons  différents,  mais  alors 
ils  devraient  rouler  sur  des  plans  distincts,  de  manière 
que  le  plan  de  (F)  pût  glisser  sur  lui-même.  La  géné- 
ralisation n'est  d'ailleurs  que  fictive,  comme  on  le 
reconnaît  aisément,  et  ne  conduit  à  aucun  résultat 
différant  de  ceux  que  nous  allons  obtenir. 

2.  Il  faut  d'abord  définir  avec  précision  le  roulement 
d'une  courbe  sur  une  surface,  dans  les  conditions  les 
plus  générales.  Soient  (S)  et  (]  une  surface  et  une 
courbe,  mobiles  toutes  les  deux  en  général,  et  cela  de 
manière  à  rester  constamment  tangentes.  On  dit  que 
G  roule  sur  (S)  5/,  à  un  moment  quelconque.^  le  vec- 
teur vitesse  de  leur  point  de  contact  est  le  même., 
que  Von  considère  ce  point  comme  lié  à  la  courbe  ou 
à  la  surface. 

Gela  posé,  soient  G  et  G'  les  courbes  de  (F)  qui 
roulent  respectivement  sur  les  rouleaux  R  et  R'  {fig-  •)• 
Soient  X  et  X'  les  axes  de  ceux-ci.  Les  points  de  con- 
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tact  M  et  M',  de  C  et  de  C  avec  les  rouleaux  corres- 
pondants sont  respectivement,  en  projection  sur  le  plan 
de  la  figure^  sur  X  et  sur  X'. 


Déplaçons  la  figure  (F).  La  vitesse  du  point  M,  con- 
déré  comme  appartenant  à  R,  est  évidemment  perpen- 
diculaire à  X.  Il  en  est  donc  de  même,  en  vertu  du 
principe  énoncé  plus  haut,  de  la  vitesse  du  point  M 
considéré  comme  appartenant  à  C,  c%si-à-dire  à  (F). 
De  même  la  vitesse  du  point  M'  de  (F)  est  perpendi- 
culaire à  X'.  //  résulte  immédiatement  de  là  que  le 
centre  instantané  de  rotation  de  la  figure  (F)  est  le 
point  I,  intersection  de  X  et  de  X'. 

Au  cours  du  mouvement,  l'axe  X  éprouve  une  trans- 
lation, dont  la  vitesse  est  évidemment  la  moitié  de  celle 
du  point  M.  De  même  pour  l'axe  X'  et  le  point  M'. 

Ces  simples  considérations  suffisent  pour  trailer  le 
problème  proposé,  comme  on  le  verra  plus  loin.  Mais 
il  n'est  pas  sans  intérêt  de  signaler  ici  une  propriété 
importanie  du  mouvement  envisagé. 

Cherchons  la  tangente  au  lieu  du  point  1.  A  cet  effet. 
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désignons  par  dz)  l'angle  de  la  rotation  autour  du 
point  I  qui  constitue  le  déplacement  infîuilésimal 
de  (F),  à  partir  de  sa  position  actuelle.  Le  point  M 
vient  en  M,,  MM,  étant  perpendiculaire  à  X,  le 
point  M'  vient  en  M'^,  M'M'j  étant  perpendiculaire 
à  X',  et  l'on  a 

mm;  ==  IM  rfcp,         mm;  =:  IM'  d^. 

Lesiixes  X  et  X'  sont  venus  en  X^  et  X'j,  ayant  subi 
des  translations  dont  les  valeurs  sont  respective- 
ment-MM,  et-M'Mj,  d'après  la  remarque  faite  plus 

haut.  Soient  I,  le  point  de  rencontre  de  X,  et  de  X',, 
P  et  P'  ses  projections  respectives  sur  X  et  sur  X'. 
On  a 


(I) 

JiP  =  -IMcfQ, 

2                ' 

liP'=  ilM'^cp, 

d'où 

sinPir,          I,  P 

IM         sinlM'M 

/\    ~  1,P' 
sinP'IIi 

~  IM'  ~~         ^^\ 
sinIMM' 

Mais  comme 

PIIi  -f-  P'IIi  =  IM'M  4-  IMM', 

cela  exige 

PIIi==  IM'M,         P'II,=  IMM. 

On  en  conclut  immédiatement  que  II,,  c est-à-dire 
la  tangente  au  lieu  du  point  I,  se  confond  avec  la 
tangente  au  cercle  IMM'.  Telle  est  la  construction 
simple  demandée. 

On  peut  également  chercher  les  tangentes  aux  lieux 
des  points  de  contact  M  et  M'  des  courbes  G  et  C  avec 
les  rouleaux  correspondants  (il  s'agit,  iiien  entendu, 
des  courbes  engendrées  par  les  points  qui  sont  succès- 
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swement  points  de  contact).  On  reconnaît  que  la  tan- 
gente au  lieu  du  point  M^  par  exemple,  est  la  symé- 
trique par  rapport  à  X  de  la  tangente  en  M  à  C.  Je  ne 
m'attarderai  pas  à  établir  ce  résultat,  établi,  ainsi  du 
reste  que  celui  qui  précède,  par  M.  Bienajmé,  dans  le 
cas  particulier  où  les  courbes  C  et  il!  se  réduisent  à  une 
même  droite. 

3.   Abordons  maintenant  le  problème  posé  au  n*^  1. 
Soient  {fig.    2)   O^,    Oy   deux    axes    rectangulaires 

Fi  g.   2. 


entraînés  avec  les  courbes  C  et  (7,  Oo^o  et  OojKo  deux 
axes  fixes,  OoMq  et  OqMq  deux  demi-droites  parallèles 
aux  axes  IM  et  IM'  des  rouleaux  sur  lesquelles  roulent 


les  courbes  C  et  G'.  Appelons  ç>  l'angle  \0o.ro,  Oxy,  a 


et  a'  les  angles  constants^Oo^O)  OoMo/et\Oo:ro,  OoM'^, 

Soient  x^y  les  coordonnées  du  centre  instantané  de 
rotation  I  par  rapport  aux  axes  mobiles,  0  et  p'  les  lon- 
gueurs IM  et  IM',  susceptibles  de  signes,  puisqu'elles 
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sont  portées  par  des  droites  orientées,  p  et  p'  sont  des 
fonctions^  de  formes  connues,  des  quantités  x,  y  et  cp. 
Nous  allons  exprimer  analjtiquement  les  propriétés 
traduites  au  n°2  par  les  égalités  (i).  Gomme  la  question 
étudiée  est  géométrique,  on  peut  supposer  que  le  mou- 
vement a  lieu  de  manière  que  la  vitesse  angulaire  -j- 

soit  constamment  égale  à  l'unité.  Dans  ces  conditions, 
les  égalités  (i)  expriment  que  les  composantes  de  la 
vitesse  du  point  I('),  suivant  les  directions  IN  et  IN' 

qui  font  l'angle  -  respectivement  avec  IM   et  TM',  ont 

pour  valeurs  -p  et  -  p'  (en  grandeur  et  en  signe).  Ces 

propriétés  ont  été  établies  en  ce  qui  concerne  la  vitesse 
absolue  du  point  I.  Mais  en  vertu  d'une  propriété  fon- 
damentale du  centre  instantané  de  rotation,  elles  sont 
également  vraies  en  ce  qui  concerne  sa  vitesse  rela- 
tive. 

Or,  la  vitesse  relative  du  point  I  a  pour  composantes^ 
suivant  Ox  et  Oy, 

dx        dx  dy  _  dy 

dt  ~~  do  dt        d^ 

Sa  composante  suivant  IN  est  donc 

dx         I  Tz\        dy         .  . 

-r-  cos    a  —  cû  H H — f-  cos  (  a  —  o  ) 

d(f  \  '         1/        d(f 

dx  .  ,        s     ^y     /        \ 

=  -=-sin(9  —  a)  4-  -y-cos(o  —  OL) 
do        ^  do  ' 


(')  II  s'agit,  bien  entendu,  de  la  vitesse  du  point,  mobile  par 
rapport  à  la  figure  mobile  comme  par  rapport  à  la  figure  fixe,  qui 
devient  successivement  centre  instantané  de  rotation  pour  les  diverses, 
positions  de  la  première  figure. 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XVI.  (Juin  1916.)  18 
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et  sa  composante  suivant  IN'  est  de  même 

dx  1^  dy  r  1^ 

-r-sin(cp  —  a  )  H f-  cos(cp  —  a  ). 

c/cp  '  rfcp  ' 

On  a  donc 

[  dx  .        dy        .  ^        I 

_s.n(cp_a)4-_cos(cp-a)=-p, 

(2)  \    ^  r  - 

i     <^^      •       /  ,x  ^h  /  /^  '        . 

1  -^-sin(cp  —  ajH — 'f-  cos(«)  —  a  )  =  -p  . 
\    a©  '  rf<p         ^  '  2 

On  a  là  un  système  de  deux  équations  différentielles 
liiiéaires  en  x  et  j',  dont  l'intégration  fait  connaître  x 
et  y  en  fonction  de  o. 

On  connaît  ainsi  le  lieu  du  point  T  par  rapport  au 
système  mobile,  c'est-à-dire  la  courbe  roulante  du 
mouvement  considéré. 

La  solution  du  problème  s'achève  aisément.  Soient, 
en  effet,  Ç,  'f\  les  coordonnées  du  point  O  par  rapport 
aux  axes  fixes;  les  coordonnées  relatives  x^y  du  centre 
instantané  de  rotation  1  satisfont  aux  relations  con- 
nues 

/  dl 

^^)  \  / 

(  ^  "^  ^  cos(p  —y  5in<p  =  o, 

et  ses  coordonnées  absolues  ^q,  j^o  sont  données  par 
les  formules 

X  el y  étant  connus  en  fonction  de  cp,  les  formules  (3) 
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donnent  ?  et  Tj  par  les  quadratures 


(-3) 


^  =  I  (  07  sincp -1-^  coscp)  (icp, 


et  les  formules- (4)  permettent  ensuite  de  construire  la 
courbe  base,  lieu  du  point  I  dans  le  plan  fixe. 

L'intégration  du  système  (2)  présentera  le  plus  sou- 
vent de  grandes  difficultés,  comme  le  montre  l'étude 
du  cas,  cependant  l'un  des  plus  simples,  a  priorij 
traité  par  M.  Bienajmé. 

4.  Voici  UQ  exemple  assez  intéressant.  Supposons 
que  les  courbes  G  et  Q  se  réduisent  à  deux  droites 
faisant  entre  elles  un  angle  égal  à  celui  des  rou- 
leaux correspo/idants.  On  peut  supposer  que  G'  se 
confond  avec  Ox,  la  droite  G  passant  par  le  point  O  et 
faisant  un  angle  a  avec  Ox.  La  droite  OqMJ,  seia  sup- 
|)osée  coïncider  avec  OqXq^  O^M,,  faisant  l'angle  a 
avec  Oo^o-  Lcrivons  les  équations  (2).  En  vertu  de 
l'iiypotlièse,  il  faut  faire  dans  la  seconde  a'  =  o. 

Galculons  p.  11  faut  écrire  que  le  point  M  est  sur  la 
droite  G,  ce  qui  donne 

cosa[jK  ■+■  p  sin(a  —  o)]  =  sina[a7+  p  cos(a  —  cp)j, 
ou 

p[sinacos(a  —  cp)  —  cosa  sin(a  —  ^)]  =  psincp=j/  cosa  —  x  sina, 

et 

y  cosa  —  X  sina 


sinco 


La  première  des  équations  (2)  est  donc 

,,       dx    .    ,  ,        dy        ,  ,        I    y  cosa  —  07  sina 

(b)     -r-sin(9  —  a)  H — r-cos(cp  —  et)  ~  ~ -. 

a<f  rtco  '  -2  SI  ri  ':> 
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La  seconde  s'en  déduit  immédiatement  en  rempla- 
çant a  par  zéro,  ce  qui  donne 


(7) 


dx   .  dy  I 

-7— smcp  H — Y-  COS9  =  - 


y 


2  sincp 


Retranchons  de  l'équation  (6)  l'équation  (7)  multi- 
pliée par  cosa.  Il  vient,  en  supprimant  le  facteur  sina, 


(8) 


dx 
d^ 


cos 


dv    .  I 


X 


•2  sincp 


Il  faut  intégrer  le  système  des  équations  différen- 
tielles (7)  et  (8).  Avant  de  le  faire,  remarquons  tout 
de  suite  que  ce  système  est  indépendant  de  a.  On  aurait 
donc  obtenu  le  même  système  en  remplaçant  les 
droites  C  et  OqMo  par  deux  droites  G'  et  OoM'^, 
inclinées  d'un  même  angle  quelconque  a',  respective- 
ment sur  Ox  et  sur  Oq^o-  H  revient  au  même  de  dire 
que,  dans  le  mouvement  considéré,  toute  droite  de  la 
figure  mobile,  passant  par  le  point  O,  roule  sur  un 
rouleau  faisant  avec  Oq^o  le  même  angle  que  cette 
droite  fait  avec  O^.  On  peut  énoncer  comme  il  suit  ce 
résultat,  susceptible  d'une  vérification  expérimentale 
assez  simple  : 

Un  faisceau  de  droites^  de  grandeur  constante, 
peut  recevoir  un  mouvement  tel  que  chacune  de  ses 
droites  roule  sur  un  rouleau  roulant  lui-même  sur 
un  plan^  et  les  axes  des  rouleaux  restant  parallèles 
aux  droites  d^un  faisceau  fixe  égal  au  faisceau 
considéré.  Ces  axes  forment  d^ ailleurs  eux-mêmes 
un  faisceau  à  un  moment  quelconque  (puisquUls 
doivent  tous  passer  par  le  centre  instantané  de  rota- 
tion correspondant). 


Revenons  à  l'intégration  du  système  des  équations  (7) 
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et  (8).  Pour  la  faire  rapidement,  multiplions  la  seconde 
par  t  =  y/^ —  1  et  ajoutons  à  la  première.  Il  vient 

/  dx        .  dv  \    .             /  dv        .  dx  \                   y  —  ix 
(  -7-  -+-t  -7^     smcp  ->r  {  -^ i-r-     cos»  =  -^ — : , 

\d'^  rfcp/  \  rfcp  d'o  /  '  2Sincp 

OU  encore 

/  dy         .  dx\  ,  .   .  y  —  ix 

OU  enfin 


2  sincp 


coscp  —  i  sincp 


y — ix  2  sincp(coso  H- t  sin  o)  2sincp 

et  en  intégrant 

h{y  —  ix)  —  LK  -f-  tô  H —  L  sincp cp, 


LK.-1-i^  étant  une  constante,  en  général  imaginaire, 
et  mise  sous  une  forme  commode  pour  la  suite  des 
calculs.  On  lire  de  là 

y — i^  =  Ky/sincpe  2/^ 

et,  en  séparant  le  réel  de  l'imaginaire, 
X  =  K/sin<p  sin  (  —  —  0 


y  =  K  y/sin  <p  cos  (  -  —  0  ) . 


On  reconnaît  aisément  que  ces  équations  repré- 
sentent une  lemniscale  ajant  son  point  double  à  l'ori- 
gine, c'est-à-dire  au  sommet  du  faisceau  mobile.  Telle 
est  donc  la  courbe  roulante  du  mouvement. 

Pour  achever,  il  faut  appliquer  les  formules  (5). 
Observons  d'abord  que  l'on  peut  supposer  que  les 
axes  Ox  et  Oy  sont  les  tangentes  au  point  double  de 
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la  lemniscate,   ce  qui  revient,  on  le  voit  aisément,  à 
faire  8  =  0.  On  a  alors 


X 


sincp  -t-jK  coscp  =  Kysincp  (  sincp  sin  —  h-  coscp  cos  -^  ) 

=  Kv/sincp  cos  —  ) 
2 

coscp  -t-^sinco  =  Ky/sincû  (  —  coscô  sin  —  4-  sino  cos—  ) 

V,  '  -2  '  '2/ 

=  Ky/sincp  sin  — j 


2 
d'où 


^  =  K   /  y/sincp  cos  —  «?cp,  y]  —  K  1  y/sincp  sin  —  <:/cp. 

Ces  intégrales  sont  elliptiques,  comme  on  le  voit 
tout  de  suite  par  le  changement  de  variable 

La  courbe  base  du  mouvement,  c'est-à-dire  le  lieu  du 
point  (^0?  Xo)-)  Gst  donnée  par  les  formules  (4),  comme 
on  l'a  vu. 

5.  L'exemple  précédent  met  en  évidence  l'existence 
d'un  mouvement  plan,  au  cours  duquel  une  infinité  de 
droites  de  la  figure  mobile  roulent  chacune  sur  un  rou- 
leau. Je  vais  montrer  qu'il  ny  a  là  qu'un  cas  particulier 
d'une  proposition  générale,  dont  voici  l'énoncé  : 

Etant  donné  un  mouvement  plan  quelconque^  il 
existe  dans  la  figure  mobile  une  infinité  de  courbes 
dont  chacune  peut  être  considérée  comme  roulant 
sur  un  rouleauy  qui  roule  lui-n\ême  sur  un  plan. 
Toutes  ces  courbes  se  déterminent  d^ailleurs  sans 
quadrature. 

J'établirai  cela  par  un  raisonnement  géométrique. 
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Considérons  un  mouvement  défini  par  le  roulement 
de  la  courbe  G  sur  la  courbe  Go,  et  cherchons  une 
courbe  G,  liée  à  G,  qui,  au  cours  du  mouvement,  roule 
sur  un  rouleau  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  droite  fixe  Do 
{^fig.  3).  Au  moment  où  le  centre  instantané  de  rotation 


Fis.  3 


est  en  I,  le  point  de  contact  M  de  C  et  du  rouleau  doit 

être  tel  (n**  2)  que  IM  soit  parallèle  à  Dq,  et  il  faut  en 

outre  que  la  projection  du  déplacement  infinitésimal 

du  point  I  sur  la  tangente  à  la  trajectoire  du  point  M 

soit  moitié  du  déplacement  de  ce  dernier  point. 

Soient  â?5  le  déplacement  du  point  1  sur  Go,  d^  l'angle 

de  la  rotation  autour  de  I  qui  constitue  le  déplacement 

élémentaire  de  la  figure  mobile,  R  et  Ro  les  rajons  de 

courbure  des  courbes  G  et  (jo  au  point  I.  L'angle  e^cp 

est,  comme  il  est  bien  connu,  et  d'ailleurs  évident,  la 

diflerencc  des  angles  de  contingence  des  courbes  Gq 

et  G.  On  a  donc 

I 


t/cp  =:   ch 
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D'autre  part,  le  déplacement  du  point  M  est  égal 
à  IiVl<:/cp  et  la  projection  du  déplacement  du  point  I  sur 
la  tangente  à  la  trajectoire  du  point  M  est 

«i^cos|(lT,IM)-i-  -1  =  —  dssin{n:,m), 

IT  étant  la  tangente  commune  aux  courbes  G  et  Gq. 
On  a  donc 

IM  d(f=:  —  ids  sin  (  IT,  IM  ), 
ou 


cosNIM, 


IN  étant  la  normale  en  I. 

On  en  déduit  immédiatement  que  le  point  M  doit  se 
trouver  sur  un  cercle  tangent  en  I  à  Gq  et  G  et  ayant 

pour  rayon  ^ ^.  Ce  cercle  n'est  autre  que  celui  qu'on 

appelle  cercle  de  roulement ,  et  dont  l'importance 
résulte  du  fait  que,  pour  la  fonction  considérée  de  G, 
la  distribution  des  centres  de  courbure  des  trajectoires 
des  points  de  la  ligure  mobile  est  la  même  que  si  le 
cercle  de  roulement  roulait  sur  IT. 

En  vue  d'abréger,  j'ai  passé  rapidement  sur  les  ques- 
tions de  signe,  dans  le  raisonnement  qui  précède.  11 
serait  facile  de  le  compléter  sous  ce  rapport. 

La  démonstration  du  théorème  énoncé  est  mainte- 
nant immédiate.  En  chaque  point  de  la  courbe  G,  par 
exemple  au  point  F,  construisons  le  cercle  F'  qui 
deviendra  cercle  de  roulement,  quand  le  point  F 
deviendra  centre  instantané  de  rotation.  Déterminons 
ensuite  le  point  M'  tel  qu'à   ce  même  moment   FM' 
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devienne  parallèle  à  D^.  A  cet  effet,  marquons  sur  Go 
le  point  r^  avec  lequel  viendra  se  confondre  F  (arc 
ir^=  arc  IF).  Soient  FT'  et  IJjT'^  les  tangentes  en  F  et 
en  Fy.  La  direction  de  FM'  est  évidemment  donnée  par 
la  relation 


FT',  fm'  =  i;t;),d 


Le  lieu  du  point  M',  ainsi  déterminé,  est  une  courbe  C 
jouissant  de  la  propriété  énoncée, 

A  chaque  direction  donnée  Dq  correspond  une  telle 
courbe  C  et  une  seule. 

Un  cas  particulier  remarquable  est  celui  où  le  mou- 
vement donné  est  w/^/?lo^^^'e/?^(?/^^c/c/o^■<ia/.•  la  courbe  G 
se  confondant  avec  le  cercle  de  roulement  pour  toutes 
les  positions  de  la  figure,  toutes  les  courbes  G  se  con- 
fondent aussi  avec  G.  Autrement  dit  : 

Quand  un  cercle  roule  sur  une  droite^  ce  cercle 
roule  aussi  sur  une  infinité  de  rouleaux  dont  les 
axes  ^  à  un  moment  quelconque^  passent  par  le 
centre  instantané  de  rotation. 

La  réciproque  est  peut-être  plus  frappante,  et  le 
lecteur,  après  ce  qui  précède,  n'aura  nulle  peine  à 
l'établir.  Elle  s'énonce  ainsi  : 

Assujettissons  un  cercle  horizontal  à  rouler  sur 
deux  rouleaux  horizontaux^  dont  les  axes^  à  un 
certain  moment^  se  coupent  en  un  point  du  cercle  : 
I  "  au  cours  du  mouvement.,  cette  propriété  ne  cessera 
pas  d'avoir  lieu;  2"  on  peut.,  sans  gêner  le  mouvement 
du  cercle,  le  faire  rouler  sur  un  nombre  quelconque 
de  rouleaux  dont  les  axes  concourent  avec  ceux  des 
deux  premiers;  3"  le  mouvement  du  cercle  est  le 
même  que  s'il  roulait  sur  une  droite,  lieu  du  point 
de  concours  des  axes  des  rouleaux. 
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Je  signalerai  enfin  la  recherche  des  courbes  G  dans 
un  mouvement  épicycloïdal.  On  vérifiera  que  ce  sont 
des  épicycloïdes. 

6.  Les  roulements  de  courbes  sur  des  surfaces  peuvent 
donner  lieu  à  bien  d'autres  problèmes  intéressants.  Je 
me  contenterai  de  signaler  en  terminant  une  propriété 
dont  la  démonstration  est  immédiate  et  qui  peut  être 
susceptible  d'applications  :  Imaginons  un  nombre  quel- 
conque de  rouleaux  cylindriques  égaux,  dont  les  axes 
fixes  (les  rouleaux  reposant  sur  des  coussinets)  forment 
un  faisceau  plan.  Une  couvhe plane  quelconque  peut 
être  déplacée  de  manière  à  rouler  sans  glissement  sur 
tous  ces  rouleaux,  et  son  mouvement  n'est  autre  qu'une 
rotation  autour  du  centre  du  faisceau. 

On  peut  construire  par  exemple  une  plaque  tour- 
nante, dont  le  bord  repose  sur  des  rouleaux  à  axes  con- 
courants. La  plaque  n'a  pas  besoin  d'être  ronde  pour 
fonctionner  d'une  manière  satisfaisante. 
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PROPRIÉTÉ  DE  CERTAINES  FORMES  QUADRATIOIES  ; 

Par  m.  Mathieu  WEILL. 


Théorème.  —  Le  produit  de  deux  formes 

«2-1-  è2_|_  c2 —  ab  —  ac  —  bc 

peut,  d'une  infinité  de  manières^  être  représenté  par 
une  forme  de  même  espèce. 


(  ^^7  ) 
On  a 

a2n-62-i-r2— ac—  bc  —  ab=  i  [(^a  —  6  —  c)2-+- 3(6  —  c)^]. 

» 

Posons 

ia  —  h  —  c  =  A,         ia'  —  è'— c'=A', 
/>-c  =  B,  b'—c'=\^'. 

On  a,  identiquement, 

(A2h-  3B2)  (A'2-t-  3B'2)  =  (AA'-+-  3BB')24-  3(ÂB'—  BA')^ 

Posons 


d'où 


^a.—  [i>  —  '^  =  AA'h-3BB', 
[i-  Y  =  AB— AB'; 

i[i  =  2a  — AA'— 3BB'+ AB— BA' 

=  2a  —  ^^aa  —  \bb' —  ^\cc' -\-  ^ab' -+-  \bc  -{-  l\ca' , 

2/  =  2  a-- AA— 3BB'— AB'-hBA' 

=  2  a  —  4  ««'  —  \bb'  —  4  ce'  -h  4  cic'  -4-  4  ba'  -h  4  cb' . 

D'autre  part,  on  a 

(a2-i-è2-+-c2— a6  — ac  — 6c)(rt'2-+-6'2-f-c'2— a'6— a'c'— 6'c') 

=  ^.(k''-\-  3B2)(A'2-i-3B'2) 

10 

=  _L  r(AA'-+-  3BB')2-i-  3(AB'—  BA')2J 
i()  •-  ^  "* 

^^[a2+[i2+,^2_a^_aY-;iY]. 
4 

Posons  -  ==  K, 

>. 

aa'  -\-  bb'  -{-  ce'  —  X, 

ab'  -\-  bc'  -t-  ca'  =  [ji, 
rtc'  -+-  ba' -Y-  cb'  =1  V, 

L  =  K  -  X  +  [jt, 
i\I  =  K  -  X  4-  V, 
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il  vient 

(a2+  ^,2_|_  c2_  ab  —  ac  —  bc)  (a'2+  6'2-+-  c'2—  a'  ^>'—  a' c'—  b' c') 
=  K2-i-L2+  M2— KL—  KM  — LM, 

où  R  est  arbitraire;  le  théorème  est  donc  établi. 

En  particulier,  si  l'on  fait  K  r=z  o,  la  forme  se  réduit 
à  L2  4-M2— LM. 

On  peut  généraliser  beaucoup  les  résultats  précé- 
dents. 

Considérons,  par  exemple,  l'expression 

{^a -^  b  -\-  c -\-  dy -\-  {a -h  b  —  c  —  dy- 
=  ia^-\-  ib'^-\-  ic'^-+-  id'^-^-  ^ab  -\-  !xcd. 

Le  produit  de  deux  formes  analogues  s'écrira 

(  W2  +  P2  )  (  î4'2  _4-  p'2)  =  (^uil!  ^Vv'y-\-{uV  —VU'y. 

Posons 

a  4-  P  -h  Y  H-  ô  =  ;<ït'  +  pp', 

a  +  p  —  Y  —  ô  =  uv'  —  vu'  ; 

on  tirera  de  là  y  et  o  en  fonction  des  deux  arbi- 
traires a,  j3  et  des  quantités  connues  «,  6,  .  .  .,  a',  b\ 
c',  d! .  Dès  lors,  le  produit  des  deux  formes 

2  a2   -f-  2  ^2   _^  _  .  _x_  4  câ?, 
2  a'2 -^  2  6'2  + .  .  . -h  4  c' <1^' 

pourra  se  mettre,  d'une  double  infinité  de  manières, 
sous  la  forme 

2  «2  -h  2  ,32  _i_  _  _  _j_  ^  .,0  . 
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[0'2b,e] 

SIJU  LA  DÉTERMIIVATIOIV  DE  LA  TANGENTE  M  M  ?mï 
DE  CERTAL\ES  COLUltES  PLACES  ; 

Par  m.  R.  BOUVAIST. 


Il  s'est  glissé  dans  la  première  partie  d'une  étude 
sur  ce  sujet  [Nouvelles  Annales^  ^9^4?  P*  33'j-354), 
étude  dont  les  circonstances  m'avaient  empêclié  de 
revoir  les  épreuves,  quelques  erreurs  que  je  me  pro- 
pose de  corriger. 

THÉORi<:ME.  —  Soient  f-\-  Xcp  un  faisceau  linéaire  de 
courbes  planes  algébriques^  les  courbes  de  base  f  et  cp 
étant  de  degrés  m  et  /i,  etV  la  courbe  du  faisceau 
passant  par  un  point  O  du  plan;  la  tangente  à  V 
en  O  passe  par  V intersection  des  droites  homothé- 

tigues par  rapport  à  O,  dans  les  rapports  —  et  -y  des 

droites  polaires  de  O  par  rapport  à  f  et  cp. 

Soient  en  eflet 

/  =/m  -^fm-\  4- . .  .-t-  A  a;'  -h  a  Ba-K 

cp  =  çp„-f-  cp„_|-i-. .  .-h  A'ar'-f-  aB'arj- 

-+-  G>2  4-  2  D'à-  4-  2  E>  -+-  F'  =  o. 

La  tangente  à  l'  en  O  est 

F'(Da;-+-E7)  — F(D'a:-t-E»  =  o; 
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les  droites  polaires  de  O  par  rapport  à/et  cp  étant 

2D  X  -\-  lEy  -T-mF=  o, 
2D'a7-+- îE'jK  +  nF'=  o, 

la  proposition  est  démontrée. 

On  en  déduit  immédiatement  les  propositions  sui- 
vantes : 

1°  La  tangente  en  un  point  quelconque  d^ane 
courbe  du  troisième  ordre  passe  par  V intersection 
de  la  droite  joignant  les  points  dHntersection  à 
distance  finie  de  la  courbe  et  des  asymptotes  avec 
V  homo  thé  tique  dans  le  rapport  -  de  la  droite  po- 
laire du  point  considéré  par  rapport  aux  asymp- 
totes. 

2°  La  tangente  en  un  point  d^ une  courbe  du 
quatrième  ordre  passe  par  V intersection  de  la  po- 
laire du  point  considéré  par  rapport  à  la  conique 
passant  par  les  point  d^  intersection  à  distance  finie 
de  la  courbe  avec  ses  asymptotes^  avec  V homothé- 
tique  dans  le  rapport  -  par  rapport  au  point  consi- 
déré, de  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  aux 
asymptotes. 

Exemples  : 

a.  Soit  r  une  cubique  admettant  une  asymptote 
de  rebroussement  A  et  une  asymptote  simple  rencon- 
trant la  courbe  en  A;  soient  M  un  point  de  la  courbe, 
O  le  point  dHntersection  deD  et  ^;  la  parallèle  à  D 

menée  par  M  coupe  A  e/^  M,  ;  prenons  MM'^  = 


1 

TU 


la  parallèle  à  OM',  menée  par  le  milieu  jji  de  MM 
rencontre  la  parallèle  à  A  menée  par  A  en  T,  TM  est 
la  tangente  à  F  e/^  M. 
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3.  Soit  r  une  cubique  circulaii^e  de  foyer  singu- 
lier F,  admettant  la  droite  D  pour  asymptote^  soit  M 
un  point  de  la  courbe,  soit  enfin  A  la  perpendiculaire 
menée  à  MF  en  F,  la  parallèle  à  A  menée  par  M 
coupe  D  e^i  M, ,  /«  parallèle  à  D  menée  par  M  coupe  A 
en  M2,  |J>.  e7a/i^  /e  milieu  de  MMg,  /«  droite  [jlM,  re/i- 
contre  la  tangente  àV  en¥  en  T,  MT  e^^  /a  tangente 
àV  en  M. 

Y.  ^SoiV  r  une  quartique  bicirculaire  à  asymptotes 
d^ inflexion;  soient  M  un  point  de  cette  courbe^  F 
et  F'  ses  foyers  singuliers;  la  tangente  en  M  à  V  est 
parallèle  à  ta  polaire  de  M  par  rapport  aux  perpen- 
diculaires en  F  et  ¥'  à  MF  et  MF^ 


CORR£SPO^'DANCE. 


M.  G.  Fontené.  —  Sur  deux  propositions  de  La- 
guerre.  —  1,  Le  cercle  pédat  d^un  point  fixe  par 
rapport  aux  triangles  inscrits  à  une  conique  et 
circonscinls  à  une  autre  a  pour  enveloppe  une  anal- 
lagmatique  du  quatrième  ordre. 

Lagiierre  a  énoncé  ce  théorème  {^N.  >/.,  1879, 
p.  2o5)  sans  en  donner  la  démonstration. 

11.  On  considère  une  ellipse;  soient  u  et  v  les  dis- 
tances des  foyers  de  V ellipse  au  centre  du  cercle., 
de  sorte  que  les  puissances  de  ces  foyers  par  rapport 
au  cercle  sont  P  =  u-  —  R-,  P'  z=  v-  —  R-.  Les  condi- 
tions de  fermeture  pour  un  triangle  ou  un  quadri- 
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latère  circonscrit  à  V ellipse  et  inscrit  cm  cercle  sont 
respecti^>einent 

62  R2  (^2        _    I 

"PP^  "^  P-{-  P'  ""  4  * 
Cas  oà  Vellipse  est  remplacée  par  un  cercle. 

Les  démonstrations  de  Laguerre  (TV.  y^.,  1879,  p.  246 
et  262)  sont  très  indirectes;  il  donne  la  seconde  rela- 
tion entre  u  et  v  sous  une  forme  moins  simple,  sans 
introduire  P  et  P^ 

^  M.  G.  Fontené.  —  Au  sujet  de  la  question  711.  — 
De  celte  question  posée  par  Faure  (1864,  p.  44^),  les 
deux  premières  parties  ont  été  résolues  (i865,  p.  78, 
et  1868,  p.  443).  En  ce  qui  concerne  la  troisième 
partie,  non  résolue,  Faure  signale  une  correction 
(1881,  p.  143);  on  doit  lire  :  puissance  changée  de 
signe.  Il  ajoute  que  le  théorème  figure  dans  son 
Recueil  de  théorèmes  relatifs  aux  sections  coniques. 
J   f  j     ^^  quatrième  partie  est  manifestement  fausse;  l'auteur 

>dit  qu'une  équation  de  la  forme 

où  /  désigne  une  fonction  algébrique,  a  toujours  des 
racines  imaginaires.  Indépendamment  du  cas  m  =  i, 
il  s'ensuivrait,  pour  m  =  2,  que  l'équation 

a    toujours   ses  racines   imaginaires,    c'est-à-dire   que 

l'on  a  toujours 

(a-hi)2  —  4«('«-l-2)<o, 
ou 

3  a*  -h  6  a  —  i  >  o  ; 

or  ce  trinôme  a  des  racines  et  peut  être  négatif. 
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M.  E.-N.  Barisien.  —  Au  sujet  du  problème  de 
Pappus  généralisé.  —  M.  J.  JolTroy  a  résolu  très 
heureusement  ce  problème  dans  le  cas.  d'un  point  P 
de  la  bissectrice  d'un  angle  (0(1916,  p.  168-i'ji). 

Je  me  permets  d'ajouter  deux  remarques  qui  pa- 
raissent avoir  leur  intérêt.  Je  conserve  les  notations  de 
M.  JoftVoj  : 


1°  Si/">4^sin->  on  aura  quatre  solutions  réelles  : 
2  * 

Si   /  =  4^sin-,  alors  SS' est  perpendiculaire  à  OP, 

et  le  problème  comporte  trois  solutions  réelles  (l'une 
étant  double). 

Si  /<C  4^sin-,  le  problème  n'a  plus  que  deux  solu- 
tions réelles. 

2"  On  peut  aussi  traiter  le  problème  en  prenant 
pour  inconnues  PS  =  X,  PS'=:\  {voir  la  figure,  loc. 
cit.). 

On  a  tout  d'abord 

(A)  X-f-Y  =  /. 

Le  triangle  PAS  donne 

X2  =  «2  _4_  AS'  —  xa  AS  cos  w. 

Or,  les  triangles  semblables  PAS  et  PA'S' donnent 

AS        X  ^        aX 

ai  Y 

Par  conséquent 

,       «''^^■^  „X 

A2  =  a^  H — la^  —  cosw, 

ou 

(B)  X2Y«  =  aî(X2-+-\2)  — 'iftSXYcosw. 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XVI.  (Juin  191G,)  19 
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En  remarquant  que 

X2-f- Y2  =  (X  +  Y)2  —  2XY  =  /2_.,^XY, 

on  a  l'équation  en  XY 

X2  Y2  =  a*(/-^— 2XY)— 2a2XY  cor  (0, 
ou 

(G)  X2  Y2  +  aa2(ï  +  cosa))XY  —  «2/2  :^  o. 

11  en  résulte 


(D)       XY  =  —  «2(1  _|_  costo)ih  a  /««(i  +  cosw)2  +  l*-. 

On  est  donc  ramené  à  résoudre  et  à  construire  X 
et  Y  connaissant  X  +  Y  et  XY  par  (A.)  et  (D). 

La  liaison  entre  cette  solution  et  celle  de  M.  JotFroy 
se  fait  par  les  relations  suivantes  : 

OS  =  a^  =  rt  4-  AS  =  a  -4-  -—-,        OS'  =  V  =  a  H-  A'  S'  =  a  -f-  -r;-; 

Y  X 

(X  +  Y)        al  (X  +  Y)        al 

«2/2  a/2 

«2  }-2  al^ 

XY=^-1-,         XY  = 


L'expression  (D)  peut  encoie  s'écrire 

XY  =  —  2«2cos—  ±a4/ 4«2cos-î— -4- /2. 
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SOLUTIO\S  DE  0UESTIOi\S  PROPOSÉES. 


261. 

(1852,  p.  368.) 


Trouver  V équation  de  la  courbe^  laquelle  coupe  sous  un 
angle  constant  toutes  les  lignes  géodésiques  sur  une  sur- 
face développable^  issues  d'un  point  fixe  sur  la  surface. 

Strebor. 
Solution 
Par  M.  H.-B. 

Quand  on  développe  la  surface  considérée,  les  géodésiques 
deviennent  des  lignes  droites.  Les  trajectoires  obliques  d'un 
faisceau  de  droites  sont,  comme  on  sait,  des  spirales  logarith- 
miques. Donc  les  courbes  demandées  sont  celles  qui,  après 
développement  de  la  développable,  deviennent  des  spirales 
log,aritlimiques. 

Quant  à  leur  équation,  elle  sera  en  général  fort  compliquée. 

Autre  répanse,  analogue,  de  M.  H.  BROCAno. 

512. 

(  1860,  p.  4  4.) 

Lorsqu'un  corps  peut  tourner  autour  de  six  axes  indé- 
pendants, on  peut  le  faire  tourner  autour  d'un  axe  quel- 
conque. MoBius. 

Solution 
Par  M.   H.- H. 

L'énoncé  est  bien  vague.  On  peut  le  préciser  comme  il  suit  : 
supposons  un  corps  indéformable,  soumis  à  des  liaisons  telles 
qu'à  partir  d'une  de  ses  positions  on  puisse,  tout  en  respectant 
ces  liaisons,  lui  donner  six  rotations  infiniment  petites  dont 
les  axes  n'aient  pas  entre  eux  de  relations  géométriques  parti- 
culières. Alors,  en  donnant  aux  rapports  mutuels  des  angles 
de  ces  rotations   toutes   les   valeurs  possibles,  elles  définiront, 
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par  leurs  compositions,  tous  les  mouvements  infiniment  petits 
possibles  à  partir  de  la  position  considérée,  et,  en  particulier, 
toutes  les  rotations  infiniment  petites. 
Il  s'agit  là  d'un  fait  banal. 


513. 

(  1860,  p.  4'..) 

Lorsqu'on  donne  un  nombre  de  droites  plus  grand  que 
six^  il  est  toujours  possible  de  trouver  des  forces  qui^  agis- 
sant suivant  ces  droites^  se  fassent  équilibre  :  lorsque  le 
nombre  des  droites  est  moindre^  cette  possibilité  exige 
encore  certaines  conditions.  Môbius. 


Solution 
Par  M.  R.-B. 

La  proportion  est  aujourd'hui  banale,  et  il  est  même  surpre- 
nant qu'elle  ne  fût  pas  telle  en  1860.  Sept  droites  prises  au 
hasard  sont  les  lignes  d'action  de  forces  en  équilibre  (déter- 
minées à  un  facteur  constant  prèsj.  Si  le  nombre  des  droites 
se  réduit  à  6,  5  ou  4^  ''  faut,  pour  qu'elles  supportent  des 
forces  en  équilibre,  qu'elles  appartiennent  respectivement  à 
un  complexe  linéaire,  à  une  congruence  linéaire,  à  une  demi- 
quadrique.  S'il  y  a  trois  droites,  elles  doivent  former  un 
faisceau.  S'il  y  en  a  deux,  elles  doivent  être  confondues. 


1981. 

(  1903,  p.  4.12.) 

Toutes  les  coniques  réelles  qui  passent  par  le  point 
double  d'un  limaçon  de  Pascal  et  lui  sont  tritangentes 
sont  des  ellipses  égales  entre  elles»  R.  Bricard. 


Solution 
Par  M.  E.  Fabry 


En  posant 


10 


tang—  =  t, 
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le  limaçon  de  Pascal  est  représenté  par  les  équations 

X  =  {a  -h  o  cosa>)  costo  = ^— ^ — - —  (  i  —  t^), 

/          /.            X    •              a  ^  b  -{-  (a  —  b)t^     ^ 
y  =  (a-i-  b  C05w)  sin w  =  ; ^— — —  it. 

Une  conique  passant  par  l'origine  (point  double  à  tan- 
gentes imaginaires)  a  pour  équation 

Kx^^  iBxy -\- Cy^-{-  îlix -\- lEy  —  o\ 

elle  coupe  le  limaçon  en  six  autres  points  donnés  par  l'équa- 
tion 

[a  4- 6  H- (a  — 6)^2]  [A(i  — r2)2-i-4B^(i  — r2)  4-4Gr-] 

-f-  'i(l4-  <2)2[D(I—  <2)_4_2E^]  =  o. 

La  conique  sera  tritangente  au  limaçon  si  cette  équation  a. 
trois  racines  doubles;  son  premier  membre  sera  alors  de  la. 
forme 

ce  qui  donne  les  sept  relations 

A(a  — 6)  — 9.D  =  a2, 
2B(6  —  a)-+-2E  =  a^, 

A(36  — a)-h4C(rt  — 6)-  2D  =  ^2-t-2aY, 

—  4B6-h4E  =  a3-!-[iY; 

--  A(36-r-rt)  +  4C(a-+-^)-f-2D  =  Y2_^2«iS, 

2B(a-i-6)  +  '2E  =  YÔ, 

A(a4-6)-4-->.D  =  o2. 

Les  deux  premières,  les  deux  dernières,  et  la  somme  de  1* 
troisième  et  de  la  cinquième,  résolues  par  rapport  à  A,  B,  C,. 
D,  E,  donnent 

2Art  =  a2-i-  Ô2^ 

4Drt  =  (rt  — 6)o2— (a4-  6)a2, 
4  n  rt  =  yô  —  a 3, 

4Ea  =  («-}-6)ap  ^_(rt  — 6)yo, 
8Ga  =  (aH- Y)'-f-(^H-ô)2. 
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Il  reste  deux   relations  qui,   par  l'élimination  de  A,  B,  G^ 
D,  E,  donnent 

a(a  — Y)(ô-?)  =  2^^(a{i-7o), 

«[(o-.3)2_(a_Y)2] 

=  è[2a2+2a2_2p2_^,.,2^_(a-Yr-+(P-5)-2]. 


Posons 
ce  qui  donne 


Y  =  a  -i-  a,  p=  o  —  v, 


a(ç^—  u^)-\-b{v'^-^  w2)  =  \b{hv  —  au). 
On  peut  ainsi  exprimer  a,  p,  y,  8  en  fonction  de  u  et  v 

^boc  =  (a  —  b)u,         4èY  ==(«-+- 36)m, 

^bà  =  (a-hb)i',         4^(3  ==(«  — 36)P, 

et  les  coefficients  de  l'équation  de  la  conique  deviennent 
64Aa62=2(a  — 6)2^2-+-  ^(a  4- 6)2('2, 

6iB  ab'i=  Sabiw, 

Q\Cab^  =  i(a-+-byu'^-^i{a  —  byv\ 
64DaZ>2=(a2_è2)[(rtH_6)ç'2_(a  — 6)W2], 
64Eaè2^  2(«2_  b^)auv. 

L'équation  qui  détermine  les  longueurs  des  demi-axes  (R) 
de  la  conique  est 

^      ,        ^    AE2-+-CD2-2BDE 

R4_R.(A+C)  ^B.,AG)2 

(AE2+GD2— 2BDE)2  _ 


(B2— AG)3 


Or  on  a 


A  +  C  = 


a' 


62 


i6a6' 


(w2-f-p2), 


/a2 ^2\  2 

B2_AC=-(^— P^)  (a2-h^2)2, 
\  i2at>2  / 

/a2—  62\>(w2_|-t,2)3 

AE24-GD2-2BDE=  ( —     ^    ^  — 


la^b^ 


Rv— R2 


62 


rt2_62\2 
)     =  O. 

4      / 
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Les   carrés  d«s   demi-axes  ont   les  valeurs  positives  con- 
stantes 

a  -h  6  \  2         fa--  b\^ 


•j. 


ces  coniques  sont  des  ellipses  de  grandeur  constante,  dont  le 
centre  peut  être  réel  ou  imaginaire. 


1992  bis. 

(1904,  p.  144.) 

On  donne  dans  l'espace  une  courbe  C.  Définir  la  sur- 
face   la  plus  générale  dont  G  est  la  ligne  de  striction  en 

même  temps  qu'une  ligne  asymptotique. 

R.  Bricard. 

Solution 
Par  l'auteur. 

Soient  M  un   point  quelconque  de  G  if  g-    i)  MT,  la  tan- 

Fig.  1. 


génie  en  ce  point,  MO  la  génératrice,  passant  en  M,  d'une 
surface  satisfaisante  S.  Par  un  point  O  fixe  menons  06  pa- 
rallèle à  MT  et  Oy  parallèle  à  MO.  Quand  M  varie  sur  C, 
0  6  engendre  le  cône  directeur  6  de  la  courbe  C,  et  Oy  en- 
gendre le  cône  directeur  P  de  la  surface  S. 

Gela  posé,  interprétons  sur  les  cônes  8  et  P  les  conditions 
de  l'énoncé  : 

1"  G  étant  la  ligne  de  striction  de  S,  i\I  doit  être  le  point 
central  sur  la  génératrice  G;  autrement  dit,  le  plan  tangent 
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à  s  en  M,  c'est-à-dire  le  plan  MGT,  est  perpendiculaire  au 
plan  tangent  dont  le  point  de  contact  est  rejeté  à  l'infini 
sur  MG.  Or  ce  dernier  plan  tangent  est,  comme  on  sait, 
parallèle  au  plan  tangent  à  T  suivant  Oy,  et  le  plan  MGT  est 
parallèle  au  plan  OyS.  On  voit  donc  que  le  plan  O  76  doit 
être  le  plan  normal  à  T  suivant  Oy. 
1"  G  étant  une  ligne  asymptotique  de  S,  le  plan  osculateur 

Fier.  2. 


à  G  en  M  doit  être  tangent  à  S;  autrement  dit,  le  plan  oscu- 
lateur doit  être  MGT.  Or  le  plan  osculateur  dont  il  s'agit  est 
parallèle  au  plan  tangent  au  cône  6  suivant  06.  On  voit  donc 
que  le  plan  Oyô  doit  élre  le  plan  tangent  au  cône  0  sui- 
vant 06. 

La  solution  de  la  question  posée  résulte  immédiatement  de 
ces  considérations  :  la  courbe  G  étant  donnée,  le  cône  9  l'est 
également.  Le  cône  T  doit  être  tel  que  tous  ses  plans  nor- 
maux soient  tangents  à  0.  Sa  détermination  revient  au  pro- 
blème des  développantes  sur  la  sphère.  Elle  dépend,  comme 
on  sait,  d'une  quadrature,  et  introduit  un  paramètre  arbi- 
traire. 

Le  cône  T  étant  construit,  la  surface  S  doit  être  considérée 
comme  connue. 

2014. 

(190o,  p.   i()2.) 

Les  axes  des  quadriques  de  révolution  par  rapport  aux- 
quelles deux  droites  données  sont  conjuguées  engendrent 
un  complexe  linéaire. 

R.  Bricard. 


(  28'  ) 

Solution 

Par  l'auteuh. 

Remarquons  tout  d'abord  que  la  conjuguée,  par  rapport  à 
une  quadrique  de  révolution,  d'une  droite  qui  en  rencontre 
l'axe  à  angle  droit,  est  une  droite  qui  jouit  de  ces  mêmes 
propriétés,  et  qui,  -de  plus,  est  rectangulaire  à  la  première. 

Gela  est  évident,  si  l'on  considère  la  seconde  droite  comme 
intersection  des  plans  tangents  à  la  quadrique  aux  points  où 
la  première  droite  la  rencontre. 

Soient  alors  D  et  D'  les  deux  droites  données,  X  l'axe  d'une 
quadrique  de  révolution  (Q)  satisfaisante.  Je  dis  que  l'hy- 
perboloïde  (H)  défini  par  D,  D'  et  X  est  équilatère. 

II  existe  en  effet,  comme  on  sait,  deux  génératrices  de  (H), 
de  système  opposé  à  celui  de  D,  D',  X,  et  rencontrant  X  à 
angle  droit.  Soient  G  et  G'  ces  deux  génératrices.  Cherchons 
la  conjuguée  de  G  par  rapport  à  (Q).  Ce  sera,  d'après  la 
remarque  initiale,  une  droite  rencontrant  X  à  angle  droit. 
En  outre,  G  rencontrant  D  et  D',  sa  conjuguée  doit  rencon- 
trer D  et  D'. 

En  définitive,  cette  conjuguée  n'est  autre  que  G'.  Il  lésulte 
encore  de  la  remarque  initiale  que  G'  est  rectangulaire  à  G. 

Ainsi,  les  deux  génératrices  de  (H)  qui  rencontrent  X  à 
angle  droit  sont  rectangulaires  entre  elles.  Gela  entraîne  bien 
la  propriété  de  (II),  énoncée  plus  haut. 

On  est  donc  ramené  à  établir  que  les  droites  X,  qui  dé- 
terminent avec  deux  droites  données  D  et  D'  un  hyperbo- 
loïde  équilatère^  engendrent  un  complexe  linéaire. 

Voici  la  démonstration  de  cette  propriété  : 

Gonsidérons  les  hyperboloïdes  équilatères  (H)  contenant  D 
et  D'  et  passant  par  un  point  donné  A.  Ces  hyperboloïdes 
sont  assujettis  à  huit  conditions,  toutes  linéaires  par  rapport 
aux  coefficients  de  leur  équation  ponctuelle.  Ils  forment  donc 
un  faisceau.  La  base  de  ce  faisceau  comprend  les  droites  D,  D', 
la  droite  menée  par  A  et  s'appuyant  sur  D  et  D',  et  doit,  par 
conséquent,  être  complétée  par  une  autre  droite  G. 

On  voit  donc  que  toutes  les  droites  X,  déterminant  avec  D 
et  D'  un  hyperboloïde  équilatère  et  passant  par  un  point 
donné  A,  ont  pour  lieu  un  plan  (A,  G).  Gela  suffit  à  établir 
la  proposition. 
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2078. 

(  1907,  p.  33,-).) 

On    appelle    Un   le   /i"^"'"^  coefficient    du   développement 
de  et  Vn  le  n'^'"^  coefficient  du  dévelop- 

pement  de ~ — -:    démontrer  qu^en  prenant 

X  —  Un-\-  Un^u  T  =  V„H-  ^',^.+-1, 

on  a 

2(X3H-  Z3)=  Y3+T3. 

R.  Amsler. 

Solution 
Par  \T.  L.  Chanzy. 

Posons  en  général 

fi^x)  =  hx^-^ px'^-^  qx  -\-  r, 

l'équation /(rc)  =  o  ayant  trois  racines  distinctes.  Soient 

-/(^  =2"'.-».     +  —77-  -^'  ''"^"' 

et  nous  aurons  l'identité 

Or,  dans  la  question  proposée,  on  peut  écrire,  suivant  une 
remarque  de  M.  A.  Gérardin, 

/(a')  =  (^  +  1)3—2,  ^=  — ^• 

On  aura  donc,  en  appliquant  l'identité  (i), 

{Un-^  Un^xY—1Ul^^  -H(v«H-  Vn^xf—  IV^  =  O, 

ce  qui  est  bien  la  relation  proposée  par  M.  R.  Amsler. 

Démonstration    de    Videntité  (1).  —    Soient    a,  6,  c  les 
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racines  supposées  distinctes  de  f(x)  =  o.  On  a 


—  T 


f(cc)        li{x  —  a){x — b){x  —  c) 
_  •  I 

h{a  —  b){b  —  c)  {c  —  a) 

(h  —  c         c  —  a        a  —  h 

'  X i r  H 

\x  —  a        X  —  o        X — c 

I 

h  (a  —  b)  (b  —  c)  {c  —  a) 

[c  —  b  /         X        x^ 
iH H  —  -+-. 
a      \         a        a^ 

a  —  c  /         X        x^ 

1  -H  T- 


b      \         b        b^ 


b —  a  /         X 

I  H 


Donc 


c       \         c 


s-)] 


Un  = 


—  b         a  —  c         b  —  a 


'*       /i(a  — 6)  (6  —  c)(c  — a)  \  a"+i  6«-t-i  c"^^ 

On  a  de  même 


x^f{-^        /«(i  — «a7)(i  — ^a7)(i  — ca:) 


X 


—  I 


h{a  —  b){b  —  c){c~a) 

V{b  —  c)a'^        (c  —  a)b'^        {a—  b)c'^~\ 
\_    \  —  ax  I  —  bx  I  —  ca^J 


—  I 


Donc 


h{a  —  b){b  —  c){c  —  a) 
x[      {b  —  c)a'^{i-^  ax  +  a'^x'^-\-., ,) 

-ir-{c  —  a)b^{\-{-bx-Jrb^x^->r...) 
-4-  (a  —  b)c'^{\-\-  ex  -\-  c'a:--4-. .  .)]• 


—  i 


v„  = 


"       h(a  —  b){b  —  c){c—  a) 

X  [(b  —  c')a"-^^-h  (c  — a )6"-^* -♦-(«—  b)c"-^^]. 
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On  tire  de  là 


Un  —  <ïW,j+i  — 


h{a — b){b  —  c)(c  —  a) 

(a  —  c        h  —  a  a  —  c  h  —  a\ 


h{b  —  c)        {bcY+^     * 
n{o  —  c) 


Donc 


De  même, 


i'n-hl—aVn 
Vn+\—bi>n 


Un—  bUn+i  =  — 

Un         CUn-hl  ^^  — 


(  ab  )«+2 
Multipliant  membre  à  membre, 


U^         f(    ""''    \-  V    ^" 


et  comme 


abc  =  —  —, 
h 

c'est  bien  l'identité  annoncée  (i). 
Applications.  —  Outre  la  solution  générale  de 

indiquée  par  M.  R.  Amsler,  on  peut  tirer  de  (i)  des  solutions 
d'équations    indéterminées    analogues,    du    troisième    degré, 
symétriques  par  rapport  à  deux  couples  d'inconnues,  en  par- 
ticularisant le  polynôme /(ip). 
Soit,  par  exemple, 

Nous  aurons 

(/,  _  ,)2..4-4[(,,,^_t_  Un+xY—  kul^,]-^  {Vn+X-^  VnY-  kvlz=  O, 
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et,  pour  n  ^=  3/i  -h  r,  cela  donnera  des  solutions  de 

X3-+- Y3  =  X:(Z3-f-T3). 

Soit,  par  exemple,  n  =  i, 

3  _3(/,  +  2)  „  . 

"'  =  ÔTrT)i'       ^^^    (1-^)3    -       ^«  =  ^'       ^^^  =  ^- 

On  a,  en  supprimant  les  facteurs  communs, 

(i-f-2A:)3-f-(A:-  i)3=  k[{k -h  2^— (k —  i)^]. 

Pour  A  =  X3,  on  a  un  cube  somme  de  trois  cubes 

(X'*-+-  2X)3=  (2X3+1)3-4-  (X3—  1)3+  (X*_X)3, 

formule  équivalente  à  une  formule  d'Euler  (Cf.  S.  OE.,  1906, 
p.  93). 

En  partant  de 

on  a  plus  simplement 

(/3-|-m3)[(3/2)3_j_(;^2)3]  =(3/3+  m3  )3  —  (  2 /m«  )3, 

d'où  un  cube  somme  de  cinq  cubes. 

Bemarques.  —  i°  La  démonstration  précédente  suppose 
que  le  polynôme  /(oc)  a  ses  trois  racines  distinctes.  Un 
calcul  analogue  démontre  que  les  conclusions  subsistent  dans 
le  cas  où  il  a  une  racine  multiple,  ce  que  des  considérations 
de  continuité  permettaient  de  prévoir, 

2"  Si  /=x^^px-{-g,  on  trouve  par  un  raisonnement 
semblable  que 

en  posant 

-5 =I.UnX''  et  — =2^',j^«. 

X-  -\- px  ->r  q  qx^Jr- px  ^\ 

Additions  et  remarques 
Par  M.  \.  Gkkahdln. 

Je  vais  indiquer  plusieurs  identités  donnant  de  nouvelles 
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solutions  dès  qu'on  en  possède  une 

sans  donner  ici  de  détails  sur  les  méthodes. 
On  aura  donc  pour 

2(X3-+-Z3)  =  Y3-i-  T3, 

X  =  2a(a3_     c3),         Y  =  6(2^54- c3), 


Z=      c(c-3-4a3), 
On  aura  encore 

X  =  2a(    a3_^3)^ 


ainsi  que 


et  enfin 


X  =  a(c3-+-2è3), 

Z  =    c(c3— 4^3), 

X  =  a(^3_^2^3)^ 
Z—  c(d^-^2b^), 


T  =r  <i(2a3H-  c3  ). 


Y  =6(2^3+       c/3)^ 

T  =  rf(    d'i—Zia^) 

Y  =  26(63—      c'), 
T=      ^(c3+4è3) 

Y  =  26(63—      ^3)^ 

T=    d{d^—\b^). 


J'ajouterai  aussi  des  solutions  générales  du  problème 

(m3+3/z3)3+(,;,3_  3^3)3:^  2J-^,„3)3+(3^^2>>q^ 

De  même 

(9,,3^_^3)3^(g^3._^3)3:=2[(9M3)3^(3,,,,pj^ 

et  si  l'on  admet  les  solutions  négatives  * 

(/^+/^-^*)^+(/2-/^_^2)3^^f^y.2)»_(^2)3]. 

Enfin,    on    peut    trouver,    par    ma    méthode    universelle 
d  autres  identités  en  utilisant  des  fonctions  de  deux  variables 
au  second  degré. 

Note.  —  Quelques  solutions  numériques  pour  finir  : 
'        3        ,2       46       ...      Un-^,=.       3w,,+  3«„_,  +  M„^2, 
1-3      6      -8     ...      iW,  =  ~3p„-3ç'„_,-hr„_2; 
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X  =  Un-hï                =3  12  46 

Z==  Vn                   =:      I  —  3  6 

Y  =  w,t -h  M„_Hi  =    4  i5  58 

T  =  v„  H-  Vn-hi  =  —  2  3  —  8 


comme  on  pourra  le  vérifier. 


A^CIEMES  011ESTIO\S  m\  RÉSOLUES. 


383  (1857,  182).  —  Soient  donnés  dans  un  même  plan  : 
1°  une  courbe  algébrique  par  une  équation  de  degré  n;  2°  un 
triangle  dont  le*  côtés  sont  représentés  par  les  trois  équations 
linéaires 

p  =  0,         q  =0,         r  =  0; 

d'un  point  quelconque  M,  pris  sur  la  courbe,  abaissons  sur 
les  côtés  du  triangle  />,  q,  r  respectivement  les  perpendicu- 
laires   P,  Q,    \\;    construisons   une   seconde   courbe   dont   les 

.      P     Q      ,. 
points  aient  pour  coordonnées  -^  y  -^  l  démontrer  :   i"  que  la 

seconde  courbe  est  aussi  de  degré  n',  2"  que  l'équation  de 
l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  deux  points  correspon- 
dants M,  m  des  deux  courbes  est  de  degré  2/1. 

400  (1857,  391).  —  Soit  u  une  fonction  rationnelle  et 
entière  du  degré  n  d'un  nombre  quelconque  de  variables  x^ 
y,  Zj  ...,  et  soient  du,  d^u,  ...,  d'Ui  les  diiïérentielles  suc- 
cessives qu'on  obtient,  mais  en  supposant  que  dx,  df,  dz,  .  .  .. 
sont  constantes  (')«  Formons  l'équation 

t"  d"  u   h  u  f "-'  d"   Ut  -^-  n(n  —  i) /"-' d"-*  u 
-f-  n(n~i)(n  —  x)t"'^d"-^u  -h  . . . 
-h  n{n  —  i)(/i  —  2) . . .  %t  du 
-\-  ni  n  —  \){  n  —  1)  .  .  .  i.i  u  =  o. 

(')  Alors  du  renferme  dx,  dy,  dz\  d- u  renferme  dx"^,  dxdy^ 
dy"^,  ...   et  rf"+'  =  0. 
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Formons  une  fonction  symétrique  quelconque  rationnelle  et 
entière  des  différences  des  racines  de  cette  équation;  sa 
valeur  est  une  fonction  entière  des  coefficients  c?"w,  d'^-^u, 
d'^-^u,  . .  ,,  du^  u  et,  par  conséquent,  une  fonction  de  x,  y, 
-S,  ...,  dx,  dy,  dz;  si  l'on  différencie  cette  dernière  fonction 
en  traitant  dx,  dy^  dz,  . . .  comme  des  constantes,  on  trouve 
un  résultat  identiquement  nul.  MichaiiL  Roberts. 

Note  du  Rédacteur. 
Exemple.  —  Soit 

n  =  1,         u  =  ax^-\- by^ -h  cz^, 

du  =  2(ax  dx  -h  by  dy  h-  cz  dz), 

d'^u  —  i{a  dx"^  H-  b  dy^ -f-  c  dz^ ) ; 

l'équation  en  t  est  t^  d^u -{- 2t  du -\- iu  =^  o.  Choisissons 
comme  fonction  symétrique  la  somme  des  carrés  des  diffé- 
rences des  racines;  cette  somme  est 

4  (  du^  -^-  'lu  d'^u)-=  —  \Ç>{ab{x  dy  —  y  dx  y 

-+-  ac{x  dz  —  z  dx)^-^  bc{y  dz  —  z  dyy\, 

différentiant  cette  valeur  en  regardant  dx,  dy,  dz  comme 
constantes,  le  résultat  est  identiquement  nul. 


ERRATA. 


Page  i5i,  dernière  ligne,  au  lieu  de  >v — lab,  lire  >v(  —  7ab). 
Page  169,  ligne  i3,  au  lieu  de  x  -\-  y  -\-  \,  lire  x  -h  y  =  A. 
Page  170,  ligne  9  en  remontant,  au  lieu  de  M, lire  l. 
Page  171,  ligne  2,  au  lieu  de    asinB,    lire    asinw. 
Page   201,  lignes    t2-i3    en   remontant,   au   lieu  de    du    présent 
Volume,  lire  du  Volume  de  1910. 
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[K'2e] 

SIK  WM  Cl'KIElISE  FIGlIltK  RELATIVE  Ali  riUAi\GLE;i^ 

F\VR  M.  V.  T[IKB\LLT, 

Professeur  à  Ernéc  (Mayenne). 


Dans    ce    qui    va     suivre    nous    consiclërerons    un 


triangle  AH(v  dont  les  côtés, sont 
BG  =  a,         GA  =  0, 


AB 


les  hauteurs  AA',  I3B',  (^C;  O,  f,  lu-,  '/;,  'c  les  centres 
(les  cercles  circonscrit,   inscrit  et  exinscrils  de  rayons 


respectifs  K,  /•,  /\,,  //,,  /•,.  ;  i),  K,  F,  [)„,  1^„,  1^^, 
1)/,,  K/,,  F/,,  1),,  l\ ,  If  les  contacts  de  ces  cercles 
avec  lUl,  Ci  \,  \\^  respectivenienl  ;  Il  iOi  Uiocenlre 
(voii-  la  figure). 

Ann.  de  .\fatliémat.,  4*  série,  l.  XN  I.  (.Itiillrt   191').)  20 
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1.   Sur  les  prolongements  des  côlésdu  triangle  ABC, 
marquons,  exiériearement  au  triangle,  les  segments 

ABi=:BA,         ACi=GA,  GBa^BC, 

CAa^AG,         BCa^GB,         BAs^AB. 

Nous  obtenons  ainsi  un  hexagone  B,  C)  A2B2G3  A3 
qui  nous  paraît  intéressant. 

Les  triangles  B,  AC,,  A0GB2,  A3BG3  sont  respecti- 
vement syméti'iques  du  triangle  ABC  par  rapport  aux 
bissectrices  extérieures  des  angles  de  ce  dernier  triangle. 
Les  droites  B,C,,  AoB^,  A3G3,  antiparallèles  des 
côtés  BG,  AB,  GA  par  rapport  aux  angles  A,  G,  B  res- 
pectivement sont  donc  les  secondes  tangentes  com- 
munes extérieures  aux  cercles  exinscrils  I^  et  1^^.,  T^  et 
L/,  \a  et  le-.  D'où  cette  première  [)ropriété  : 

Les  côtés  duii  triangle  ABC  prolo/igés  découpent 
l'espectivenient  sur  les  tangentes  communes  exté- 
rieures aux  ceicles  exinscrits  au  triangle  des  seg- 
ments égaux  aux  côtés  de  ce  triangle, 

Considérons  le  triangle  AB,  G,  par  exemple.  La  bis- 
sectrice intérieure  LA  de  ABG  contient  aussi  le 
centre  M  du  cercle  inscrit  à  AB,G,.  Gomme  AM  =  LV 
et  que  le  point  1  est  l'orthocentre  du  triangle  L/UIc, 
M  est  un  point  du  cercle  O,  circonscrit  à  i^I/^lf,  cercle 
liomotliélique  du  cercle  O  circonscrit  à  ABG,  le  centre 
d'homotliélie  élanl  I  et  le  rapport 

lA  -  i 
IM  ~  2* 

Soit  alors  D,  le  contact  du  cercle  inscrit  M  avec  B,  G<  ; 
IJ,  L  passe  en  O,  et 

Oi  D,  =  Oi  M  +  MDj  :=  2  R  +  / . 

De  même 

OiEi^  0,F,  =.2R-4-  /-=:  0,D,, 


et  l'on  a  ce  résullal  remarquable  : 

Le  triangle  cl'^j^^  formé  par  les  droites  B,  C| ,  A2B2, 
C3  A.3,  c'est-à-dire  par  les  tangentes  communes  exté- 
rieures aux  cercles  exinscrits  \bCt  J^,  la<?^  J/.,  \^a6t\a 
du  triangle  ABC,  cjui  est  directement  homothétique 
au  triangle  orthique  A'B'C,  est  circonscrit  à  un 
cercle  de  centre  O,  et  de  rayon 

,.  r  -f-  l'a  -+-  ri,  +  r^ 

1 

Les  angles  du  iriangle  a^y^  respectivement  égaux  à 
ceux  du  Iriangle  orthique  A'B'C,  sont 

T.  2  A,       71  —  aB,        Tt  —  2  G. 

Par  suite  les  cotés  jSy,  va,  aji  font  respectivement 
avec  BC,  CA,  AB  trois  angles 

(G -13),     (G -A),     (A-B), 

Le  triangle  [iB,J)2?  l>a'"  exemple,  est  isoscèle  et  le 
milieu  de  la  base  B,  B2  est  le  contact  E^  du  cercle 
exinscrit  \i,  avec  C A,  car 

r.       Il  Bl    Bo 

B,  h/,  =  c  -h  0  —  c  =  p  = 

■2 

[jlll^  est  donc  bissecliice  intérieure  du  triangle  2r.[jY,  lIh 
même  que  aD^  et  yF^.  et  le  centre  du  cercle  inscrit  au 
triangle  a^y  est  G, . 

Le  trianj^lc  reclan<;le  30,  D|   donne  immédiatement 


0,D,r=  Oi/^sin( B 


2 

=  Oi^cosB 
=    0,1/,-h  l6[i)cosB 

—  2  B  cos  B  H-  ri, 

—  2  B (i  —  cor>  B  )  -\-  ri,  —  r   \-  2  B  4-  r  =:  2  B  -1-  r 
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Nous  avons  ainsi  une   vérificalion   Irij^onomélrique  de 
]a  propriété  précédente. 

Soient  [\  et  (),  les  contacts  du  colé  Ji"'  a\ec  les 
cercles  [/,  et  I^-.  Ces  deu\  cercles  étant  aussi  exinscrits 
a  u  tria ngl e  A  B ,  Ci, 

PiCi=p  —  a,  BiQ,  =  />  — a 

et 

PiQ,=  PjC,-HCiB,-f-  B,Qi=6  -hc. 

De  même 

et  : 

Les  segments  compris  entre  les  contacts  des 
tangentes  communes  extérieures  aux  cercles  1^ 
et  It-,  \c  et  L,,  Irt  et  Vb  sont  respectivement  égaux 
à  la  somme  des  deux  côtés  correspondants  du 
triangle  ABC. 

On  en  déduit  que  l'on  peu!  toujours  construire  un 
triangle  B  avec  les  droites  l^Q^,  1^2^27  l^JQ3• 

Par  rappoit  auxéléiuents  de  ABC,  ce  triangle  a  pour 

périmèlre 

i{a  -\-  b  -V  c)  =  l\ p  ; 

pour  surface 

S  =  \/ ip  abc  =  \/abc{a  -+-  b  -\-  c). 

Le  cercle  inscrit  a  pour  rajoii 

(^e  rayon  n'est  autre  que  la  perpendiculaire  Ow  à  01 
en  1  et  limitée  au  cercle  circonscrit  O  au  triangle  ABC 
J^e  cercle  inscrit  à  ce  triangle  0  détermine  sur  les 
côtés  des  "segmenls  égaux  aux  côtés  a^  />,  c  du 
triangle   ABC 

Le    ra[)poi"t    d'homotliétie    du    triangle    a^Sy    et    du 
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triangle  oilliiqne  A'B'C  de  ABC  est 


2R 


•1  K  cos  A  cos  B  ("OS  C 


;  > 


aRcos  Vco.sl)CosC  étant  en  efTel  le  rayon  du  eercle 
Iriserit  à  A'H'C  en  fonction  des  éléments  de  ABC. 
En  désignant  par  r/,,  6,,  c,  les  côtés  de  a^y,  on  a 


a,  =  rrc 


R-f-r 


{•?.\\  +  /•)  sin  A 


2  R  cos  A  cos  lî  cosC  cos  B  cos  C 


(le  même 


(2  R  +  /•)  sin  B 

bx  —  r f^-  y 

cos  A  cosL 


c,  =  — 


{'}.\\  -h  /■)sinG 


cos A  cos  B 


On  lire  de  là  le  demi-périmètre />, ,  la  surface  S,  et  le 
ravon  Rj  du  cei'cle  circonscrit,  de  a[^^'  : 

p,  r=  ('2  R -h /•)   tang  V  tnng  B  tangC, 

S,  =  (9.R  4-  r)^  tangA  tangB  tangC, 
■>.  W  -f-  r 


R.= 


\  cos  A  cosB  cosC 


Comme  d'aulie  part  <7,   |>eul  s'écrire 

<7|  =  /•/,  tangB  -f-  /v-  tangC  4-  6  4-  c, 

a,  =  /,(  tangB  -h  tangC), 


ou 


et  c|ue 


...         A    .    B        C 

n,  =  4  B  cos       SI n  -  cos  —  » 
•1  1  1 

l'c  =  4  R  cos  -    cos  —  sin  —  > 
•?.  X  '}. 


il  résulte  cpie 

r,  =  R(i  -f-  cos  A  -^  cosB  -h  cosC)  =  lU  i  4-       | 
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D'où   une  troisième    façon  d'obtenir   ce    rajon  r,    du 
cercle  inscrit  au  triangle  apy  (.'). 

2.  Les  symétriques  des  points  I),  elC<,  A2  et  Bo, 
C3  et  A;{  par  rapport  aux  sommets  A,  B,  G  détermi- 
netitaussi  un  triangle  yJ^'r'  dont  les  côtés  sontrespec- 
tivcment  antiparallèles  de  ceux  du  triangle  ABC  dans 
les  angles  A,  B,  G.  Gcs  côtés  de  a'p'y'  sont  les  lan- 
gentes  communes  intérieures  aux  groupes  de  cercles  1 
etl.i,  1  et  I/,,  1  et  I^.  Gcs  tangentes  sont  les  symétriques 
des  côtés  BG,  GA,  AB  par  rapport  aux  bissectrices 
intérieures  des  angles  du  triangle  ABG. 

Par  conséquent  : 

Les  taiigenles  communes  intérieures  aux  cercles  I 
et  Irt,  1  et  I^,  l  et  I^  forment  un  triangle  y/ 8' y'  inver- 
/  sèment  honwthétique  aux  triangles  a[3y  et  A'B'G'  et 
découpent  sur  les  côtés  du  triangle  ABG  des  seg- 
ments respectivement  égaux  aux  côtés  de  ce 
triangle  ABC. 

Le  triangle  al'^'y'  a  pour  cercle  inscrit  le  cercle  I 

(')  Ces  formules  ont  été  signalées  déjà,  dans  Mathesis  notam- 
ment, 191 1,  p-  208-209,  par  MM.  Nciiberg  et  Déprez  à  propos  d'une 
communication  de  M.  Hayashi,  professeur  au  Collège  des  Sciences 
près  de  l'Université  de  Tokio  :  Sur  un  théorème  japonais.  Nous 
renvoyons  à  cet  intéressant  article  les  lecteurs  que  pourrait  inté- 
resser l'historique  de  la  question  que  proposa  dans  Mathesis,  en 
189G,  p.  192,  M.  Neuherg  : 

Soient  0,  I,  I„,  I,,,  I^.  les  centres  du  cercle  circonscrit  et  des 
cercles  inscrits  et  exinscrits  à  un  triangle  ABC,  et  soient  1»,  /•, 
/•^,  r,,,  r^  les  rayons  de  ces  cercles.  Les  quatrièmes  tangentes 
communes  à  deux  des  cercles  I„,  I,,,  Informent  un  triangle  A,  B,C,. 
Démontrer  que  le  cercle  inscrit  à  AjBjC,  a  même  centre  que  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  I„T,,T^  et  qu'if  a  pour  rayon 

/-,  =  2  1{  +  /•  = • 
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inscrit  au  trianole  ABC  Ses  angles  sont  encore 

o  o 

TT  —  2A,       7:   —   'iB,        T.  —  2C, 

et  les  cotés  font  respectivement  avec  BC,  CA,  AB  les 

angles 

(G-B),     (G- A),     (A-B). 

Si  Pj  et  Qj,  P^  et  Q!,,  P3  et  Q3  désignent  les  contacts 
des  côtés  du  triangle  a'^'y'  avec  I  et  I/,,  T  et  I^^,  1  et  T^ 
respectivement, 

et  : 

Les  segments  compris  entre  les  contacts  des  tan- 
gentes communes  intérieures  aux  cercles  1  et  I^, 
I  et  I^,  I  et  \c  sont  respectivement  égaux  aux 
différences  des  deux  côtés  correspondants  du 
triangle  AB(J. 

I.e  rapport  d'iiomolhétie  des  triangles  a'j^'v'  et  A'B'C 

est 

r 


2  R  cos  A  cos  B  cosC 


En  désignant  par  a\^  h\^  c',  les  côtés  du  triangle  a'^'y', 

on  a 

,  rsinÂ  -,  rsinB  ,  /'sinC 

«1  =  77717^777^'  ^1=7— X777rn'  ^i  = 


cosBcosC  cosAcosG  cos  A  cos  B 

Il   en  résulte  immédiatement   le   périmètre  yo'^ ,    la  sur- 
face S',  et  le  rayon  IV,  du  cei'cle  ("irconsciit  à  a'Jj'v'  : 

p'^T=r   tang  A  tniig  B  langG, 
S',  =  /-  tangA  taiigB  langC, 

'        4  cos  A  cosB  cosG 

En   se  rej>ort;inl    aux   formules   du   pré(^édent   para- 


(  '^sfi  ) 

gi'a[)lie,  on  oblient  par  exemple 


'iR  sin  A 
d'où 


<:r  1  —  rt    = , 

cosH  cosC 


,-.  /  si n  9.  A  -h  si  n  '2  B  -t-  si n  2  G  \ 

^{gx  —  n\)  r=\\{ _ 

\         cosAcosBcosG         / 

=  4  '^  tang  A  taiig  B  langC, 

]2  (<7i  -h  <7',  )  =  4(  R  -i-  f)  tang  A  langB  tangC 

=  '2  tangA  tangB  tangG(rt  cot  A  -i-/>cot  B  +  crolG). 

3.  Les  triangles  af^v  et  oc' [^'y'  liomolliéliqiies  à  A'B'C 

sont  inversement  liomolhéliqiies  entre  eux.   ]^e  centre 

d'iiomothétie   L,   est   un  point  situé   sur  10,,    entre  1 

et  0( ,  et  tel  que 

l.iO,  _  '2  K  -+-  /•  ^       ,        . 

d'où 

lût  _  9.(R4-r)  _  -i R  —  / g  —  /' 
1-.1  1  /•  X]^  —  r 

X\  étant  la  distance  de  L,  à  BC. 
On  déduit 


_  r(r,,-{-  /y)  _  rir,,^  /y)  _  r(r,t~^  r,,) 

^^""    2(R --/•)'  -^'^    2(R  +  /-)'  ^■'~    2(R  +  /-)' 

y,  et  z-i  étani  les  dislances  de  Tj,  à  GA  et  AB. 

Les    coordonnées    normales    de    l..|    par   rapport    au 
triangle   VBC  sont  donc 


/•, -t-/y,     o.4-/y,  f\,-i-j'c, 
ou 

o  A                B  „  G 

cos^  — ,      ros2  — ,  cos2— , 

2                           2  2 

OU  encore 

i-HcosA,      iH-cosB,  iH-cosG. 

Nous  reviendrons  sur  ce  point  ton!  à  l'heure. 


\y 
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4.  r^es  bissecirices  AF,  Bf,  CI  renconlreiit  respecli- 
veinenl  le  cercle  G,  circonscril  à  I,J/, I^  en  M,  jN,  V. 
Les  tangentes  en  ces  polnis  an  cercle  O,  déterminent 
Je  triangle  tangentierVdn  triangle  MNP.  Ce  triangle  T 
est  inversement  lu)molhéli(|ue  du  triangle  a'J^i'y'.  I^e 
centre  d'iiomothétie  ï...  est  nn  poinl  de  10,  tel  que 

l;i   _   / 

Les  distances  x'.,,  y[,,  z[^   de  ce   point  aux  cotés  du 
triangle  ABC  sont 


r.,  = 


y-i  = 


/•(■1 1^-/7.) 

2  R  —  /     ' 


2  R  +  /• 


L!l  a  pour  conjugué  liarmonicpiepar  rappoit  à  I  et  G, 
un  point  L2,  centre  de  similitude  externe  des  cercles  1 
et  G,  circonscrit  à  l^J/J^.,  cpie  nous  allons  déterminer 
|)ar  ses  coordonnées  normales  par  rapport  à  AB(>. 

Cherchons  Tinlersechon  Lo  des  droites  LJ)  et  UE. 

Les  coordonnées  normales  des  points  D,  E,  F   sont 


C 

COS2  —, 
2 


B 


cos' 


C 


cos- 


cos' 


,1»  o  A 

COS-— ,        C0S2 — , 


O, 


celles  de  L,,  I/,,  L-  i^ont 

(— (,  1,  1),     ((,  —I,  i),     (i,  I,   -  [). 

Les  écpiations  des  dioilcs  L,  I),  l/,  Esont  donc 


a 

? 

i 

0 

—  I 

y. 

cos-  — 
À 

cos-  — 
'1 

? 

1 

T 

(•os2  ^^ 

1 

0 

1 

=  o, 


=  o. 


(  ^M)8  ) 


OU 


a  f  cos2 cos^ 


a    cos2 


1 
A 


(3  f  cos 


2  -  -    —  COS'-  — 
2  2 


G 

Y  cos^  —  =  o, 

'  2 

G 

Y  cos-  —  =  o. 


Les  coordonnées  normales  de  l^o  sont  donc  propor- 
tionnelles aux  déterminants  tirés  de  la  matrice 


G  B 

cos^ cos^  — 

•1  1 

A 

C0S2  — 
'2 


B 

cos^  — 

2 


G 


cos^ 


»  A  „  G  G 

cos^ cos^  —     —  cos^  — 

2  2  2 


OU,  après  suppression  d'un  facteur  cos-  — >  aux  quan- 
tités 


ou 


ou  enfin 


.R            ,G  A 

cos2 h  cos^ COS^  —  , 

2  2  2 

oG  ,A  B 

COS^ h  cos- cos-  —  y 

A                P>  «  G 

cos^ h  cos^ cos-  —  ) 

2  2  2 


.    A         B  G 

sin  —  cos  —  cos  — > 

2  2  2 

.    B         G         A 
sin—  cos  —  cos  —  i 

2  2  2 

.    G         A         B 

sm  —  cos  —  cos  —  > 

•2  2  2 


A  B  G 

tane  — >      tang— >      tang— • 

°   2  2  2 


(^.e  sont  ces  coordonnées  auxquelles  nous  sommes 
arrivé  géométriquement  dans  notre  Mémoire  :  Sur 
quatre  triangles  homothé tiques  [Nouvelles  Annales^ 
mai  1915,  p.  193),  en  obtenant  les  distances  X2,  X2j  ^2 
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de  L2  aux  côtés  13C,  GiV,  AB  : 


l'i'a  rri,  ri'r 


^•^=^=:rn — T'        ^2  = 


2K-/  ^'        j.l\  —  r  -        iW  —  r 

Nous  devons  ici  ajouter  une  curieuse  propriété  de  ce 
point. 

//  esl  r inverse  triangulaire,  par  rapport  au 
triangle  ABC,  du  point  de  Lenioine  R'  du  triangle 

K'  a  en  ed'et  pour  coordonnées  normales,  par  rapport 
au  triangle  ABC, 

cot  — ,      cot  — j      col—      ('). 

•2  -2  -2 

Cette  remarfjue  donne  cpielques  propriétés  du  point 
de  Lemoine  d'un  triangle. 

o 

L2  est  à  l'intersection  des  trois  droites  l^D,  T^E,  I^. F. 
Il  est  de  plus  le  point  de  concours  des  droites  VD', 
BE',  CF',  D',  E',  F'  étant  les  pieds  des  hauteurs  du  . 
triangle  DEF,  car  A,  B,  C  et  D,  E,  F  sont  des  points 
homologues  dans  les  triangles  semblables  ABC 
et  DE  F. 

Les  symétriques  AD",  BE",  CF''  des  droites  AD',  BE', 
CF'  par  rapport  aux  bissectrices  Al,  BI,  CI  détermi- 
nent par  leur  intersection  l'inverse  triangulaire,  par 
rapport  à  AI^C,  de  L2,  c'est-à-dire  le  point  K'  de 
Lemoine  du  triangle  L^UL-. 

Donc  d'une  manièie  générale  : 

Le  point  K  de  Lemoine  s'obtient  en  joignant  les 
pieds  des  hauteurs  d' un  triangle  aux  symétriques 


(')   J.    iNi:i;i5KU(i,    Sur     llirperbole    de    Feiterbacli    (Mal/iesis, 

il VI  il   iS(jH,  [).  Ki_8y). 
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<.1e^  pieds  des  haaleuis  du  triangle  des  contacts  du 
cercle  inscrit  au  triangle  ortlnc/ue  par  rapport  aux 
milieux  des  côtés  de  ce  dernier  triangle. 

On  j)eiit  loiijours  Iracer  trois  cercles  (o^,  o)/,,  (o^ 
lan<j;ents  respecllvement  luix  colés  B'A'  el  A'C^, 
h'W  el  G'B',  G'B'  el  \' CJ  du  triangle  orlhiqne  et  inlé- 
lieriremenl  au  cercle  circonscrit  O  au  Iriangle  \BC. 
Soient  V,  15",  C"  les  contacts  de  ces  cercles  avec  le 
cercle  O. 

Les  cercles  II,  inscrit  au  hiangle  A'B'G',  et  (o^,,  par 
exemple,  oui  pour  (entre  de  similitude  ex  I  crue  le  som- 
met \/;  les  cercles  O  et  t-)^/  ont  pour  centre  de  siniili- 
tnde  externe  A'  ;  L^  est  le  centre  de  similitude  externe 
des  cercles  O  et  H.  Ces  trois  points  V,  Lo  et  A"  sont 
en  ligne  droite.  Par  consérpieut  : 

Si  dans  un  triangle  ABC  on  ti-ace  les  cercles  d)^,, 
(0/,,  (o^.,  respectivement  tangents^  intérieurement,  au 
cercle  circonscrit  O  et  aux  côtés  B'A' e/ A'C,  A' B' 
et  C'B',  C'B'  et  A'C  du  triangle  orthic/ue,  les 
droites  A 'A",  B'B'\  C'G"  cjui  joignent  les  pieds  des 
hauteurs  aux  contacts  avec  le  cercle  circonscrit^  con- 
courent au  point  L^  inverse  triangulaire,  par 
rapport  (t  A'B'C,  du  point  K  de  Lemoine  du 
triangle  AB(^. 

Ou  encore,  les  trictn^les  A'B'C  et  \"B"C"  sont 
homologifjues  et  le  centre  d^ homologie  est  le  centre 
de  similitude  externe  des  cercles  O  circonscrit  à  ABC 
et  H  inscrit  à  VB'C,  c  est-éi-dire  Cinverse  triangu- 
laire du  point  K  de  Lemoine  du  triangle  ABC />«/• 
rapport  au  triangle  orthique  A'B'C. 

Les  cercles  O,  et  1,  cpii  coriespoudent  aux  cercles 
prë(  édenis  O  et  H  d'un  triangle   VBG,  ont  pour  centre 


I 
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de  similiuide  inlcrue  un  point  L,  de  10 1  qui  n'est  aulre 
(jue  le  centre  d'Iiomotliétie  interne  des  triangles  a^y 
et  a'j^'v'  du  paragraphe  3. 

L,  a  pour  inverse  triangulaire  par  rapport  à  X\Mj  le 
point  À  de  coordonnées  normales 

I  I  I  A 

i-hcosA        i-HcosB        i-+-cosC 

Nous  appellerons  A  le  coi'rcspondaiil  du  point  R'  de 
Lemoine  de  l^/Ul,.;  //  est  situé  sur  Vliyperhole  de 
Feuei'bacli^  inverse   triangulaire  de  la   droite   100,. 

On  peut  construiie  aussi  trois  cercles  to'^^,  toj, ,  co^  res- 
pectivement tangents  aux  cotés  BA  et  AC,  AB  et  CB, 
CB  et  VG,  et  extérieurement  au  cercle  circonscrit  O, 
de  l^l^Icen  A, ,  B, ,  G',.  On  démontre  comme  précé- 
demment que  les  droites  AA"^,  BB'J ,  GG'J  concourent 
à  V inverse  triangulaire  L,  de  A  par  rapport  à  ABG 
ou  que  les  triangles  honio logiques  \BG  et  A,  B'^G'^ 
ont  pour  centre  dhomologieXj^. 

o.  Gonsidérons  aussi  le  triangle  langenliel  T'  à  ABG 
par  rapport  au  cercle  circonscrit  O.  U  est  inversement 
lion)otliéti(jue  au  triangle  a' [j'y';  le  centre  d'Iiomo- 
tliétie 1^3  est  encore  un  point  de  10  tel  que 

1^3»    ^    /    . 

autrement  dit  L;)  est  le  cenlio  de  similitude  interne  des    v^" 
cercles  inscrit  et  circonscrit  an  triangle  \BG. 

Les  droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  \BG 
aux  contacts  homologues  du  cercle  insent  avec  les 
cotés  du  triangle  a'3'v'  se  coupent  en  L;,.  Gomme  clia- 
cune  de  ces  droites  est  symétrique  de  AD,  BE,  GF,  par 
rapport    au\    hissectrices    intérieures    des    angles    du 


H.i 


''it^i 
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triangle  ABC,  on  oblient  ici  une  autre  démonstration 
de  celte  propriété  que  nous  avons  donnée  dans  cette 
Revue  (•)  : 

Dans  un  LriangLe^  V inverse  triangulaire  du  point 
\^     de  Gergonne  J  est  le  centre  de  similitude  interne  des 
cercles  inscrit  et  circonscrit. 

Les  trois  triangles  homothéliques  a[iy,  a'j^'y'  et  Tonl 
pour  droites  homologues 

aR  +  /■,     r     et     iK. 

D'où  cette  propriété  remarquable  que  l'on  peut  rap- 
procher de  celle  contenue  dans  noire  Mémoire  :  Sur 
quatre  triangles  homothé tiques  (Nouvelles  Annales^ 
mai  1910,  p.  206)  : 

Toute  droite  du  triangle  a[3y  égale  la  somme  des 
droites  Jiomologues  dans  les  triangles  T  et  a-'j^'y'. 

En  particulier,  les  côtés  du  triangle  a^3y  égalent 
respectivement  la  somme  des  côtés  Jiomologues  dans 
les  triangles  T  et  a'p'y'. 

G.  Les  triangles  ajSy  et  .VB'C  des  pieds  des  hauleurs 
de  ABC  ont  pour  cenlre  d'homothétie  un  point  L4 
de  O,  H  tel  que 

L4  H         7,  R  cos  A  cos  B  cos  C 
1.4  Oi  ""  2  R  4-  /• 

Les  coordonnées  normales  de  ce  point,  par  rapport  à 
l'un  ou  à  l'autre  des  triangles  V'B'C  et  aSv,  sont 

ABC 

col  —  ?      COt  — ;>      cot— . 

'2  2  2 


(')  R.  GooRMAGiiTiGii  et  V.  Thébault,  Sur  une  question  de 
Maiinlieim  et  ses  applications  à  la  géoinétiie  du  triangle  {Nou- 
velles Annales^  t.  XVI,  1916,  p.  io4). 
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De  même  tJ^'-^^'  et  A/B'C,  inversement  liomothé- 
tiques,  ont  leur  centre  (l'Iiomothétie  L',  sur  IH  de  telle 
façon  que 

l;  II 


•1  H  cos  A  cos  B  cos  G 

R  sin  A  sin  B  sin  G         R  ,  ^  „ 

. — r r— — —^  =  — lanffAtanffB  langG 

/>  cos  A  cos  H  cos  G        P 

tangA  -t-  tangB 


tangG 


sin  A 


sin  B 


sin  G 


7.  Dans  le  cas  parliculier  où  le  triangle  x\BC  est  rec- 
tangle en  A,  le  précédent  paragraphe  présente  quelque 
curiosité. 

Le  triangle  ortliique  A'B'C  étant  dans  ce  cas  aplati 
suivant  la  hauteur  AA'  relative  à  l'hypoténuse^  deux 
cotés  de  chacun  des  triangles  aîBy  et  a'^'y'  deviennent 
[)aralU'les  et  perpendiculaires  à  l'hypoténuse. 

On  a,  par  suite, 

ra=  r  -+-  f •/,-{-  Pc 
ou 

/•/.+  l'c^  'iR, 

et  dans  un  triangle  rectangle  la  somme  des  rayons 
des  cercles  exinscrits  dans  les  angles  aigus  égale 
l  hypoténuse. 

8.  h'ormons  kes  triangles  D|  1£,  V^  etD',  E,  V^  des  con- 
tacts des  cotés  des  triangles  ajSy  et  a'j3'y'  avec  leurs 
cercles  inscrits  0<  cl  I.  Ces  triangles  sont,  le  premier 
directement,  le  second  inversement  liomothétiques  au 
triangle  ABC. 

On  a  en  clîet,  par  exemple, 

V  D,  E,  =  90"—  Ç  =  G  =  A  G,  B, . 
Les  droites    \l)|  et  AI)',    sont  du  reste    symétriques 
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de  AD  j)ar  ia[)[)url  à  \i,h'  J^es  trois  points  D|,  A  et  D', 
sont  par  suite  en  ligne  droite.  Il  en  est  de  même  de  Ej 
BetE;,  F,,  GetF;. 

Ces  trois  droites  D,  VD'j,  E,BF/, ,  F,GF^,  symé- 
triques respectivement  de  AD,  BE,  CF  par  rapport  aux 
bissectrices  Al,  Jîl,  CI,  so/it  concourantes  au  point  E3 
yinverse  triangulaire  du  point  de  Gcrgonne  J 
de  ABC. 

L3  est  par  suite  le  centre  de  sinùlitude  commun  aux 
deux  groupes  de  cercles  G,  circonscrit  à  D|  E|F,  et  G, 
G  et  1. 

De  plus,  en  nous  rappelant  notre  Mémoire  j)récé- 
demment  ci  lé  :  Sur  une  question  de  Mannheini  et 
ses  applications  à  la  géométrie  du  triangle^  nous 
obtenons  ce  résultat  : 

Les droitesDt  AD,,  E,  l)E,^  F,  CF',  rencontrent res- 
pectivenient  le  cercle  G  circonscrit  au  triangle  W^Cà 
aux  points  de  contact  des  cercles  tangents  extérieu- 
rement à  G  et  respectivement  aux  côtés  B  V  et  VC, 
AC  et  CB,  CB  et  BA. 

9.  Les  triangles  apy  et  ABC  sont  bomologiques  :  car 
la  droite  Aa,  par  exemple,  (jui  joint  les  centres  de  simi- 
litude externes  \  et  a  des  groupes  de  cercles  I  et  I^,, 
la  et  G,  inscrit  au  triangle  a[iy,  contient  aussi  le  centre 
de  similitude  externe  des  cercles  G,  et  I,  c'est-à-dire 
un  point  R  de  1G|  lel  cpie 

Ht    _        /•       ^  I 1~ 

KOi  ""  2K  -h/  * 


«^    X 


Les   dislances  ^', ,  J'4,  z^   de   ce   point  aux  colés   du 
trianaie   \BC  sont 


'b' 


__  r(r -]- fa)  _  /■(/•  -H  /y,)  _  /•(/■ -j-  /y) 


(  3o5  ) 

Les  coordonnées  normales  de  ce  point  par  rapport 
à  ABC  sont  donc 


r  +  /\  ,     /•  -f-  r/„     r  +  /v, 

p 

ou 

.A       B  —  c: 

sin  —  cos , 

2                    2 

.    B         A  — C               .G         A  -  B 

sin  — cos 7           siii  — cos 

2                   2                                    1                   X 

Le  centre  d'homologie  des  triangles  ajiiv  et  ABC  est 
donc  ce  point  R;  l'axe  d'homologie  est  la  droite  A 
qui  joint  les  pieds  des  bissectrices  extérieures  du 
triangle  ABC. 

Les  triangles  a^y  et  \a\b^c  sont  aussi  homologiques  ; 
le  centre  est  Oj  et  l'axe  la  droite  A  précédente. 

D'où  cette  propriété  : 

Les  triangles  apy,  ABC  et  !«  UIc  sont  homologiques 
entre  eux  ;  V  axe  commun  d^homologie  est  la  droite  A 
des  pieds  des  bissectrices  extérieures  du  triangle  ABC 
et  les  centres  respectifs  sont  le  centre  de  similitude 
externe  des  cercles  I  et  O,  de  rayon  aR-f-'*,  l(^ 
point  Oi  et  le  centre  L 


[K'ic] 
SUR  LK  BARYCENTRE  DES  TRIANGLES  PSEIIDOPODAIRES  ; 

Par  m.  AURIG. 


Considérons,  dans  un  triangle  de  référence  A,  A2A3, 
deux  points  M,  N  dont  les  coordonnées  barycentriques 

sont  /n,,  //?2?  ^^i',  f^\i  ^2»  /':$• 

Par  M  menons  une  parallèle  à  A,  N  qui  coupe  A2  A., 
en  M|  ;    on  mène  deux  autres  droites    analogues   qui 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  sério,  t.  XVI.  (Jiiillel  igifi.)  2  1 


(  3o6  ) 
déterminent  deux  autres  points  M2,  M3  ;  le  triangle 

M1M2M3 

sera  appelé  pseudopodaire  de  M  par  rapport  à  N  ;  il 
est  clair  que  si  N  est  l'orthocentre  H  de  AjAoAs, 
M,  M2M3  est  le  triangle  podaire  de  M;  si  M  et  N 
viennent  coïncider  en  un  point  quelconque  P,  on 
obtient  le  triangle  cévien  ou  pédal  de  P. 

Les  coordonnées  barjcentriques  de  M,,  M2,  M3  sont 


m\ 


nti 


nim2 
n-i-h  /Il 

n  1  -4-  n-i 


m-i 


m  2 


Tli  7)1 1 

TH  +  n.i 


«2  ni.^ 

/il  -f-  na 


m- 


m? 


Dès  lors  le  barjcentre  U  de  M,  M2M3  a  pour  coordon- 
nées 


z<i  =  2mi  -+-  ni 


m? 


m  3 


=    2 


/la 


— ) 


n-z-h  ni        ni-\- n^ 
nix 


nii  -h  ni 


m  2 


ma 
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et  deux  autres  expressions  analogues. 

Lorsque  M  et  N  viennent  coïncider  en  P  la  coor- 
donnée U{  peut  s'écrire 


m  —  pAz-\- 


Pi 


/>2 


/>3 


—  iPï-^Pi-^Pz) 


Pï-^  PZ  P3-+-Pi  P\-^Pï 

P\ 


Pi-^Ps 


ou,  plus  simplement, 


iii  = 


Pi 


Pi 


P3-^-Pl  Pl^Pl 


(  3o-  ) 
car  alors  les  coordonnées  du  triangle  pédal  sonl 

Pi  Pz 


"> 

P2 

-^Pz 

P2-^PZ 

Pi 

o, 

/>3 

Pz-^Pi 

Pz-\-P\ 

Pi 

— • * 

P2 

o. 

Pi-^  Pi        Pi+Pt 
Pour  que  U  soit  situé  sur  la  droite  MN,  on  doit  avoir 


ou 


mi        n^-i-  «3        fil 

et,  par  élimination  de  A  et  de  pi, 

2  /Il  (ni  —  nl)mitnz  =  o. 

Lorsque  IN   est  donné  cette  équation  représente    une 
conique  circonscrite  au  triangle  de  référence  et  passant 

par  N,  par  l'inverse  de  N( — y  — 5  —  )  et  par  le  coniplé- 

^  ^  \"i     fh     n^j         ^  ^ 

mentaire   de    ]N(/i2 4-/^3,    /ia+zh?    ii\-\- n-i)    '•    cette 
conique  qui  joue  un  rôle  assez  important  dans  la  géo- 
métrie du  triangle  est  la  transformée  inverse  de  la  droite 
qui  joint  un  point  JN  à  son  inverse  (]N~'). 
On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  N,  son  inverse  (N~')  et  V inverse  de  M(M~')  sont 
en  ligne  droite^  le  barycenlre  du  triangle  pseudo- 
podaire  de  M  par  rapport  à  N  est  sur  la  droite  MN. 

Lorsque  M  est  donné,  l'équation  précédente  repré- 
sente une  cubique  circonscrite  au  triangle  de  référence 
et  passant  par  M,  par  l'inverse  de  M(M~'),  par  l'anli- 
complémentaire  de  IVI 

{m2-\- m:i — mj,   ni^-j- nii — m2,   nii-h  m-2—  rn^) 


(  3o8  ) 

et  par  le  barjcentre  G  de  A,  AoAg.  Celle  cubique  est 
une  transformée  homographique  de  la  cubique  lieu  des 
centres  des  coniques  circonscriles  à  A.<  A2  A3  et  dont  les 
normales  en  ces  trois  points  sont  concourantes  :  le  lieu 
du  point  de  concours  est  également,  comme  on  sait, 
une  transformée  homographique  de  cette  cubique. 

Le  barycenlre  U   vient  en  N  pour  ).  =  —  2,  c'est- 
à-dire 

(j.  I  1 


mi        /i2-h  riz        ;?! 


U  vient  en  M  pour  X  =;  1  et  X  racine  de  l'équation 

il  j  a  donc  trois  positions  (réelles  ou  imaginaires)  de  M 
pour  lesquelles  N  étant  donné  le  barjcentre  de  M,  M2  M3 
est  en  M. 
y      Lorsque  M  est  le  complémenlaire  de  IN 

{nu=  /22+  «3,    .'•), 

on  a 

iii  =  2mi  -+-  2/11  =  2(/ii  -T-  n-2-h  «3), 

le  barycenlre  de  Mi]Vl2M3  coïncide  avec  celui  de 
A,A2A3  et  cela  était  aisé  à  prévoir  puisque,  dans  ce 
cas,  M,  est  le  milieu  de  A2A.3,  JVL  celui  de  A3  A,,  etc. 
en  vertu  de  la  relation 

NG  =  2GM. 

On  peut  se  demander  dans  quel  cas  un  liiangle  pseu- 
dopodaire  est  également  pédal,  c'esl-à-dire  homolo- 
gique  de  A,  A2A3;  il  suffit  d'écrire  l'égalité  des  deux 
termes  diagonaux  du  déterminant  formé  par  les  coor- 
données de  ce  Iriangle. 


(  3o9  ) 
On  obtient  après  réduclions 

Selon  qu'on  se  donne  M  on  N  on  a  une  cubique  cir- 
conscrite au  triangle  de  référence  pour  le  lieu  de 
l'autre  point;  mais  le  problème  se  siniplilîe  beaucoup 
si  l'on  se  place  dans  l'hypothèse  du  théorème  de 
Karija(*),  c'est-à-dire  si  l'on  admet  que  les  inverses 
de  M,  de  N  et  du  centre  d'homologie  P,  soit  (M~*), 
(N~'),  (P"'),  sont  en  ligne  droite. 
On  trouve  aisément  que 


a  m?  = \ , 

/l2  ^3 


d'où 

X 


—  =  ml  -+-  ml  —  m\. 


Le    point   (m^,    m^,    ml)    que    nous    représenterons 
par  (M^)  est  alors  le  complémentaire  de  (N~'). 

Le  centre  d'homologie  P  de  iVLMoMa  et  A,  A2A3  a 
pour  coordonnées 


I 


W2-i-//Ï3 — ffii       m^-h  mi — w?2       mi -f- m2 — m^ 

de  sorte  que  (P~^)  est  l'anticomplémentaire  de  M. 

Le  barycenlre  de  M,  M2M5  se  trouve  à  la  fois  sur  la  l 
A-  droite  qui  joint   P  à  l'inverse  de  M  et  sur  celle  qui    )  «^   p     ^ 

(/)i  '     m  ^     f)i  ?  \  •  j, 

— -j  — -y  — -  )  que  nous  désignerons 
fil       rii      /J3  /  ^  " 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  qui  est 
une  généralisation  de  celui  de  Karija  : 

(')  \o\v  Nouvelles  Annales^  numéro  de  mai  hjiô,  p.  222. 


(  3io  ) 

Soit  Ml  M2M3  le  triangle pseudopodaire  de  M  par 
rapport  à^  :  admettons  en  outre  que  MiM^Ma  est 
le  triangle  pédal  d\in  point  P  et  que  M,  N,  P  sont 
sur  une  conique  C  circonscrite  à  A,  A.2A3.  Si  Von 
prend  sur  les  droites  MM<,  MMo,  MM3  des  points  Qi, 
Q2,  Q3  t<^is  que 

MM,  _  MM2  _  MM:i 
MQi  ~  MQ^  ~  MQ^' 

les  droites  A,Q,,  A2Q2,  A3Q3  concourent  en  un 
point  Q  dont  le  lieu  est  précisément  la  conique  G 
lorsque  le  rapport  ci-dessus  varie.  Le  harycentre 
de  M,  M2M3  se  trouve  à  r intersection  des  droites 


P(M-i)         et         M(^^) 


En  parliciilier,  dans  le  cas  du  théorème  de  Karija 
proprement  dit,  M  est  le  centre  du  cercle  inscrit  1, 
N  l'orthocentre  H,  P  le  point  de  Gergonne,  (M~')  le 
point  de  rencontre  des  antibissectrices  et 

/M2\  . 

f  -^  I  =(sin'2  Aj ,  siii'iA.),  sin2A3) 

le  centre  du  cercle  circonscrit  O. 
On  a  donc  la  proposition  suivante  : 

Le  centre  de  gravité  du  triangle  podaire  de  1  se 
V  .;  trouve  à  ^intersection  de  la  droite  01  avec  celle  qui 

joint  le  point  de  Gergonne  à  V inverse  de  I.   :< 

Gette  proposition  s'applique  également  aux  cercles 
ex-inscrits  à  la  condition  de  prendre  les  points  corres- 
pondants. 


1 


(  3ii  ) 
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m\  LE  PHODllIT  DES  TOIKRES 
DONT  CHACUN  EST  LNE  SOMME  DE  DEUX  CARRÉS  ; 

•  Par  m.  Mathieu  WEILL. 


Soit  un  nombre  N  égal  à  une  somme  de  deux  carrés. 

on  aura 

N  =  «2  +  62=  (a-{-bi){a  —  bi). 


i  étanl  le  symbole  imaginaire  y/ —  i . 

Représentons  a -\- bi  par  A  et  l'imaginaire  conju- 
guée a  —  bi  par  A^ .  On  aura  ainsi 

N  =  A.Ai. 

Un  autre  nombre  qui  sera  aussi  une  somme  de  deux 
carrés  s'écrira 

N'=  c'^-^di=  {c  ^  cli)  {c  —  di) 
=  B.Bi. 

Le  produit  NN'  s'écrira 

NN'=  AAiBBi 

=  (AB)(A,B,) 
=  (ABO(AiB). 

Or  AB  et  A,B,  sont  deux  imaginaires  conjuguées,  el 
leur  produit  esl  une  somme  de  deux  carrés;  de  même 
pour  AB,  et  A,  B.  On  voit  donc  que  le  produit  de  deux 
nombres,  dont  chacun  est  une  somme  de  deux  carrés 
est,  de  deux  manières,  une  somme  de  deux  carrés, 
résultat  bien  connu. 


(  3.2  ) 

Soir^  maintenant,   un  produit  de   ti^ois  nombres  N, 

N',  N'^,  dont  chacun  est  une  somme  de  deux  carrés;  on 

aura 

N  =  AAi, 

N'=BBi, 

-    N"=GGi. 

Considérons  AB  et  AB,   et  adjoignons  C  et  C,   suc- 
cessivement^ nous  aurons 

ABC, 
ABC,, 
AB,C, 
ABid. 

Il  est  facile  de  voir  que  chacun  de  ces  produits  est  dis- 
tinct des  autres,  ainsi  ABC  diffère  des  trois  autres,  l'un 
par  le  changement  de  C  en  C|,  l'autre  par  le  change- 
ment de  B  en  B<  ;  et  le  dernier  par  le  changement  de  BG 
en  son  conjugué  B,  C,;  de  même  ABC,  diffère  des  deux 
qui  le  suivent;  enfin  AB,  C  diffère  de  AB,C,. 

Dès  lors,  le  produit  NN'JN"  sera,  de  quatre  manières 
différentes^  une  somme  de  deux  carrés,  car  on  aura 

NN'N"=:  (ABG)(AiBiCi) 
=  (ABGO(A,B,G) 
=  (AB,G)(A,BG,) 
=  (AB,G,)(A,BG), 

les  facteurs  entre  parenthèses  étant  deux  à  deux  con- 
jugués. 

En  considérant,  de  même,  quatre  nombres 

N  =  AAi, 
N'  =  BB,, 
N"  =  GG,, 
N"'=DDi, 


(  3.3  ) 

on   considérera   les    huit   facteurs    obtenus    en   adjoi- 
^^nant  D  et  D,  à  chacun  des  quatre  précédents, 

ABCD, 

ABCDi, 

ABGiD, 

ABCiDi, 

AB,GD. 


Il  est  facile  de  voir  que  ces  huit  facteurs  sont  tous  dif- 
férents, el,  en  adjoignant  à  chacun  son  conjugué,  on 
aura  huit  décompositions,  distinctes  de  N,  N',  N",  N''' 
en  une  somme  de  deux  carrés.  On  a  donc  enfin  le  théo- 
rème général  suivant,  que  je  me  proposais  d'établir  : 

Théorème.  —  Le  produit  de  p  nombres,  dont  cha- 
cun est  une  somme  de  deux  carrés^  est  une  somme 
de  deux  carrés ^  de  iP~^  manières^  et  les  résultats 
sont^  tous^  différents. 

Considérons,  par  exemple,  le  produii  de  cinq 
nombres,  qui  s'expriment  par 

Considérons  le  produit 

P  =  (a,-t-  bii)(a2-\-  b^i)  .  .  .  («5-+-  ^ôO- 

11  est  facile  de  le  mettre  sous  la  forme  A  -h  B^',  ce  qui 
permet  de  mettre  le  produit  des  cinq  nombres  sous  la 
forme  A^-f-  B=^.  On  a,  en  elî'et, 

Le  calcul  n'odVe  aucune  dirficulté,  mais  il  est  de  plus 


(  3.4  ) 

en  plus  compliqué,  à  mesure  que  le  nombre  des  fac- 
teurs, qui,  ici,  est  de  cinq,  devient  plus  grand.  On  voit 
qu'au  moyen  des  imaginaires,  le  calcul  est  praticable. 
Le  calcul  direct  présente  des  difficultés  insurmon- 
tables, quand  le  nombre  des  facteurs  est  un  peu  grand. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  l/ÉCOLE  POLYTECHNIOIE 
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SUJETS  DES  COMPOSITIONS. 


Mathématiques. 

Première  composition. 

I.  Intégrer  ^ équation  différentielle 

(E)     ix{x-i)y-^{ix-i)y-\-i  =  o  (^y'^JL\, 

Une  intégrale  étant  déterminée  par  la  valeur 
qu'elle  prend  pour  une  valeur  particulière  de  x^ 
dans  quel  intervalle  de  variation  de  x  cette  inté- 
grale demeure-t-elle  définie?  Que  devient  l'inté- 
grale aux  limites  de  cet  intervalle? 

II.  Faire  dans  V équation  (E)  le  changement  de 
variables 

(\-\-uY  2  UV 

X  =  - — - — <-y        r  = 


4  W  H-  «2  ' 

déduire  du  résultat  de  ce  calcul  une  représentation 


(')  Il  n'y  a  pas  eu  de  concours  en  igiô.  Celui-ci  est  ouvert  pour 
l'admission  de  70  élèves. 


(  3.5) 

paramétrique  des  intégrales  de  V équation  (E). 
Cette  représentation  est-elle  valable  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  de  x'?  La  comparer  au  résultat  de 
rintégration  directe  de  V équation  (E). 

lïl.    On  propose  de  satisfaire  à  l'équation  (E)  par 
un  développement  de  la  forme 

s/\x\ 

OÙ  '^{x)  et  ^(^)  sont  deux  séries  entières  en  x  et 
oit  \x\  désigne  la  valeur  absolue  de  x.  Trouver  les 
séries  ^(x)  et  4'(^)-  Dans  quel  intervalle  le  nouveau 
mode  de  représentation  des  intégrales  ainsi  obtenu 
est-il  valable?  Le  comparer  au  résultat  de  V inté- 
gration directe. 

IV.  Forme  de  la  courbe  y  =  cp(^).  Forme  des 
diverses  courbes  intégrales.  (4  iieures.) 

Deuxième  composition. 

Un  plan  vertical  est  rapporté  à  deux  axes  Ox 
et  Oy\  V axe  Ox  est  horizontal;  Oy  est  vertical  et 
dirigé  vers  le  haut.  Dans  ce  plan  se  trouve  la  tra- 
jectoire d^ un  point  de  masse  unité,  libre^  pesant  et 
subissant  de  la  part  de  F  air  une  résistance  R  tan- 
gente à  la  trajectoire.  I^es  unités  choisies  étant  la 
seconde.de  temps  et  le  mètre,  la  trajectoire  a.  pour 
équation 

(i)  ^  =  ^r.r  —  8  :r*  —  .r3  («  >  o). 

//(?  projectile  pari  de  l  origine  ()  sur  l'aie  OF.M 
situé   dans    Vangle    des    coordonnées    positives;    il 


(  3.6) 

monte  au  point  le  plus  liant  F  et  retombe  ensuite 
sur  Ox  en  son  point  de  chute  M. 

I.  Calculer^  en  fonction  de  a,  le  coefficient  angu- 
laire m  de  la  trajectoire  au  point  de  chute  M  et  la 
flèche  y,  ordonnée  du  point  F. 

U.  Exprimer^  en  fonction  du  temps  /,  l'abscisse  x 
du  mobile  et  calculer  le  temps  T  quHl  met  à  par- 
courir l'arc  OFM.  Déterminer^  en  fonction  de  x,  la 
composante  X  suivant  Ox  de  la  résistance  R. 

III.  Evaluer  le  travail  des  forces  agissant  sur  le 
mobile  pendant  le  trajet  OFM.  Trouver  la  gran- 
deur Vm  de  la  vitesse  au  point  de  chute. 

IV.  Calculer  V aire  balayée  par  le  vecteur  vitesse 
durant  le  même  trajet. 

V.  Divers  mobiles  identiques  partent  simultané- 
ment de  l'origine  sur  les  cubicjues  qui  correspondent 
aux  différentes  valeurs  de  a.  Trouver^  à  un  instant 
ultérieur  quelconque^  le  lieu  de  leurs  positions,  fen- 
veloppe  de  leurs  vitesses  et  V enveloppe  des  normales 
à  leurs  trajectoires. 

Nota.  —  Ce  problème  se  rattache  au  tir  du  canon  de  cam- 
pagne de  75. 

(4  heures.) 

Calcul. 

L  échelle  des  abscisses  horizontales  étant  i*^^ pour 
5oo'";  l'échelle  des  ordonnées  verticales.,  i*^""  pour 
o^'joo,  si  l'on  prend  pour  unité  le  centimètre  du 
dessin,  la  trajectoire  du  projectile  de  7 5'"'"  est  repré- 
sentée approximativement  par  la  formule 

(i)  y^=ax~^x~ — .r^, 


(3-7  ) 
r origine  O  étant  au  point  de  départ  du  projectile. 
ji  u  deuxième  point  M  d' intersection  avec  Ox^  le  coef- 
ficient angulaire  m  de  la  tangente  à  la  courbe  (i) 
est 

(2)  m  r=  8 /« -h  1 6  —  ia  —  3-2. 

La  durée  en  secondes  du  trajet  jusqu  au  point  de 
chute  M  est^  dans  le  même  système  d'unités^  donnée 
par  la  formule 

(3)  T  =  -1— |(Gv/^TT6  — 8)^— ()4  !, 

OÙ  y  est  C accélération  de  la  pesanteur  dont  la  gran- 
deur est  981  C.G.S. 

La  lettre  a  désignant  l  angle  de  la  trajectoire  vraie 
avec  le  plan  horizontal  au  départ^  on  fait  varier  a 
par  degrés  de  o^  à  10".  Calculer,  pour  cJiacun  des 
points  de  chute  correspondants  M,  les  éléments  sui- 
vants : 

i^  En  mètres,  la  portée  réelle  OM; 

1^  En  secondes^  la  durée  T  du  trajet; 

V^  En  degrés^  V angle  ia  que  fait  la  trajectoire 

réelle  avec  le  plan  horizontal  en  M. 

(1  heure.) 

Épure  de  Géométrie  descriptive. 

Un  hyperboloïde  de  révolution  a  pour  axe  la  ver- 
ticale (O,  X'),  pour  génératrice  la  droite  de  front 
(D,  D').  On  considère  le  solide  S  limité  par  Cliyper- 
boloïde  et  les  deux  plans  horizontaux  \*\  et  P!, . 

Un  cylindre  de  révolution  a  pour  axe  la  droite 
(D,  D' )  et  pour  génératrice  celle  des  génératrices  de 
l' hyperboloïde  qui  est  parallèle  à  (D,  D'). 


(  3.8) 
On  repvés'^nteva  ce  qui  reste  du  solide  S  supposé 


opaque^  quand  on  en  supprime  la  partie  située  à 
V intérieur  du  cylindre. 

On  se  conformera^  pour  la  mise  en  place^  aux 
données  du  croquis.  Lepoint  O  sera  pris  sur  le  grand 
axe  de  la  feuille.,  à  120'"""  au-dessus  du  bord  infé- 
rieur de  celle-ci.  (4  heures.) 


COIIRESPO.\DA^CE. 


R.  Bouvaist.  —  Au  sujet  de  deux  articles.  —  T.  La 
solution  du  problème  de  Pappus  généralisé,  parue  dans 
le  numéro  d'avril  1916  (M.  Joffroy),  n'est  pas  nouvelle. 
(Voir,  par  exemple,  les  Exercices  de  géométrie,  par 
F.  G.  M.) 
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L'enveloppe  d'un  segment  de  longueur  constante  dont 
les  extrémités  décrivent  deux  droites  O^  et  Oj'  est 
évidemment  une  courbe  de  quatrième  classe  admettant 
pour  axes  les  bissectrices  de  l'angle  xOy.  Il  en  résulte 
immédiatement  que,  quelque  soit  l'angle  ^Ojk?  le  pro- 
blème de  Pappus  dépend  de  la  résolution  de  deux  équa- 
tions du  second  degré  et  est,  par  suite,  susceptible 
d'être  résolu  avec  la  règle  et  le  compas. 

II.  Dans  le  numéio  de  mai  1916,  M.  Barisien  dé- 
montre que  le  périmètre  d'un  limaçon  de  Pascal  est 
équivalent  au  périmètre  d'une  ellipse  qui  a  pour  demi- 
axes  les  distances  du  point  double  à  chacun  des  som- 
mets du  limaçon. 

Cette  proposition  résulte  immédiatement  des  deux 
suivantes,  qui  sont  presque  classiques  : 

a.  Lorsqii' une  courbe  fermée  roule  sans  glisser 
sur  une  droite  fixe,  lare  de  roulette  décrit  par  un 
point  P  quelconque^  attaché  à  cette  courbe  mobile ^ 
est  égal  à  V arc  de  podaire  compris  entre  les  projec' 
tions  de  V  sur  les  deux  tangentes  à  la  courbe  mobile^ 
qui  coïncident  avec  la  droite  fixe  à  l'origine  et  à  la 
fin  du  mouvement. 

[Théorème  dû  à  Steiner  et  dont  on  trouvera  une 
démonstration  dans  un  article  de  M.  Balitrand  (TV.  A.^ 
juin  1915,  p.  254).] 

jj.  Un  cercle  de  rayon  a  roule  sans  glisser  sur 
une  droite  fixe^  en  entraînant  un  point  M  situé  à 
une  distance  l  de  son  centre  ;  lare  de  roulette  décrit 
par  le  point  W  pendant  une  révolution  complète  du 
cercle  mobile  est  égal  au  périmètre  dune  ellipse 
dont  les  demi-axes  sont  a  -\-  l  et  a  —  /. 

La  proposition  de  M.  Barisien  n'est  d'ailleurs  qu'un 
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cas  particulier  de  la  suivante,  due  à  William  Roberts  : 

Lorsqaune  cartésienne  se  compose  de  deux  boucles 
fermées  dont  l'une  est  complètement  intérieure  à 
V autre ^  les  rayons  vecteurs  issus  d^ un  foyer  coupent 
ces  deux  boucles  en  deux  points  correspondants  ]M 
et  M';  la  différence  de  deux  arcs  correspondants  est 
égale  à  un  arc  d^ ellipse. 


A^CIE^^ES  OUESTIONS  M^  RÉSOLUES. 


Questions  de  Laguerre  (i). 

546  (1860,  4o4)-  —  Étant  donnée  une  conique  A,  trouver  les 
transformations  qui  la  changent  en  une  conique  B,  de  telle 
sorte  que  les  normales  à  la  conique  A  restent,  parla  transfor- 
mation, normales  à  la  conique  B.  Même  question  pour  les  sur- 
faces. 

772  (1866,  384)-  —  Le  nombre  des  sommets  (2)  d'une  courbe 
algébrique  est,  en  général,  donné  par  la  formule 

3tH-5c  —  3d  —  3/>, 

dans  laquelle  i,  c,  cl  représentent  le  nombre  des  points  d'in- 
flexion, la  classe,  le  degré  de  la  courbe  donnée,  et  p  le  nombre 
des  branches  paraboliques. 

848  (1868,  137).  —  Soit  une  courbe  gauche  du  quatrième 


(^)  Le  lecteur  pourra  se  référer  aux  Œuvres  de  Laguerre,  où 
il  trouvera  très  probablement  des  indications  utiles  pour  la  solu- 
tion de  la  plupart  de  ces  questions.        {Note  de  la  Rédaction.) 

(^)  Les  sommets  sont  les  points  où  la  courbure  est  maximum  ou 
minimum. 
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ordre  résultant  de  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second 
degré.  Il  existe  sur  une  telle  courbe  seize  points  où  la  torsion 
est  nulle;  si,  par  trois  quelconques  de  ces  points,  on  mène  un 
plan,  de  deux  choses  l'une  :  ou  ce  pian  passera  par  l'un  des 
treize  autres,  ou  il  touchera  la  courbe  en  l'un  des  trois  points 
choisis. 

891  (1S68,  336).- —  On  considère  un  hyperboloïde  à  deux. 
nappes  et  un  point  de  l'hyperbole  focale  de  cette  surface;  on 
construit  les  différents  cônes  ayant  pour  sommet  ce  point  et 
pour  bases  les  sections  circulaires  de  l'hyperboloïde;  trouver 
le  lieu  formé  par  les  focales  de  ces  cônes, 

892  (1868,  336).  —  Une  sphère  variable  coupe  le  plan  d'une 
conique  suivant  un  cercle  fixe;  la  développable  circonscrite  à 
cette  sphère  et  à  la  conique  a  trois  lignes  doubles,  outre  la 
conique  fixe.  Chacune  de  ces  lignes  doubles,  qui  est  une 
conique,  décrit,  lorsque  la  sphère  varie,  une  surface  du  second 
degré  ayant  pour  focale  la  conique  donnée  (*). 

893  (1868,  336).  —  Si  l'on  coupe  un  tore,  ou  plus  {;énérale- 
ment  une  cyclide,  par  une  série  de  sphères  ayant  pour  centre 
un  point  fixe  donné,  toutes  les  courbes  d'intersection  ainsi 
obtenues  peuvent  être  placées  sur  un  même  cône  du  deuxième 
degré. 

989  (1870,  192).  —  Une  conique  passant  par  quatre  points  m.  n 
et  p,  q,  soit  h  le  point  de  rencontre  des  droites  mn  et  pq,  et 
désignons  respectivement  par  a  et  b  les  points  où  une  tangente 
quelconque  à   la  conique  coupe  les  droites  rfin  clpq. 

Démontrer  qu'on  a  la  relation  suivante  : 


s/ani.hp         s/an.bif  /    ,  ,  , 

\J  l\  m .  hp        \/  li  n.liq 


la  lettre  G  désignant  une  conslanic 


(')  Chasies  a  démontré  que  les  trois  coniques  doubles  dont  il 
s'agit  sont  sur  trois  surfaces  homofociiles  (Remarque  de  Bourgel, 
rédacteur). 

.4/1/1.  de  Malhémat.f  4*  série,  t.  \VI.  (Juillet  kjiG.)  22 
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1004  (1870,  432).  —  Par  deux  points  fixes  on  mène  un 
cercle  variable;  soient  a  et  b  deux  des  points  où  ce  cercle 
coupe  une  conique  fixe;  le  cercle  variant,  la  droite  ab  enve- 
loppe une  courbe;  construire  géométriquement  les  points  de 
contact  de  ab  avec  son  enveloppe. 

1058  (1872,  gS).  —  On  donne  une  cyclide  et  une  sphère; 
leur  courbe  d'intersection  est  une  courbe  du  quatrième  ordre, 
par  laquelle  on  peut  faire  passer  quatre  cônes.  Deux  des  som- 
mets de  ces  cônes  se  trouvent  respectivement  sur  chacun  des 
axes  de  la  surface  (*);  lorsque  le  centre  de  la  sphère  est  fixe 
et  que  son  rayon  varie,  ces  deux  sommets  décrivent  les  axes; 
quel  est  le  lieu  décrit  par  les  sommets  des  deux  autres  cônes? 

1092  (1872,  478).  —  On  a  deux  cercles  dans  un  même  plan; 
le  premier  est  parcouru  d'un  mouvement  uniforme  par  un 
point  M,  et  le  second  est  parcouru  en  sens  inverse  et  d'un 
mouvement  uniforme  par  un  point  /?i  ;  la  droite  élevée  à 
chaque  instant  par  le  milieu  de  la  corde  Mm  perpendiculai- 
rement à  celte  corde  enveloppe  une  conique;  construire  cette 
conique. 

Trouver  la  propriété  analogue  dans  l'espace. 


1234  (1877,  •240). 


Intégrer  l'équation  difTcrentielle 

•2    /û(x\2 


^  -^--2        3  \dx) 


■■f{^). 


f{x)  désignant  un  polynôme  du  troisième  degré. 

1390  (1882,  i4i).  —  Considérons  l'équation  f{x)  =  0  qui  a 
toutes  ses  racines  réelles; /:  désignant  un  nombre  réel  arbi- 
traire, supposons  que  l'équation  f{x)  -f-  /c  =  o  ait  m  racines 
imaginaires.  Démontrer  que  l'équation 

f^{x)  -f{x)fix)  -  kf{x)  =  o 
a  m  racines  réelles,  toutes  les  autres  étant  imaginaires. 


(')  Voir  Manniieim,  Applications,  etc.  (1869,  78).  Les  axes  de  la 
cyclide  sont  les  droites  fixes  par  lesquelles  passent  respectivement 
les  plans  des  lignes  de  courbure  de  chaque  système. 
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1392  (1882,  i42).  —  Si  l'équation 

a-\-bx-hcx'^-ir-...-{-  kx'^  =  o 

a  toutes  ses  racines  réelles,  démontrer  que,  w  étant  une  quan- 
tité réelle  quelconque  plus  petite  que  l'unité,  l'équation 

a  -h  buix  -h  cw^ar'-h. . .  -h  Atx}"\r"  =  o 
a  également  ses  racines  réelles. 

1393  (1882,  142).  —  Soit  le  polynôme 

ao-h  axx  -{-  a^x^  -h . ,  .-h  anX^^  ; 

supposons  qu'en  ajoutant  à  ce  polynôme  un  certain  nombre 
de  termes  de  degré  supérieur  à  n,  on  puisse  obtenir  un  autre 
polynôme  /(x),  tel  que  l'équation  f(x)  =  o  ait  toutes  ses 
racines  réelles;  démontrer  que  l'équation 

«0  «1^  a^x^ 


1 . 2 . 3 . . .  /i        1 . 2 . 3 . . .  (  /i  —  I  )        1 . 2 .  3 .  . .  (  /i  —  2  ) 


I  .2 
a  toutes  ses  racines  réelles. 


-+-  a,iX'^  =  o 


1394  (1882,  142).  — f{^)  désignant  un  polynôme  quelconque 
à  coefficients  réels,  on  peut  toujours  déterminer  un  nombre 
positif  0),  tel  que  le  développement  de  e^^^f(x),  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x,  présente  précisément  autant  de 
variations  que  l'équation  y(:r)  =  o  a  de  racines  positives. 

/  1435  (1883,  144 ).  —  Quatre  semi-droites  A,  B,  G  et  D  sont 
données;  soit  a  le  point  où  A  est  touchée  par  le  cycle  inscrit 
dans  le  triangle  ABC,  et  d  le  point  où  I)  est  touchée  par  le 
cycle  inscrit  dans  le  triangle  DBG;  démontrer  que  le  point 
milieu  du  segment  a  d  est  sur  l'axe  radical  des  cycles  inscrits 
dans  les  triangles  ABD  et  ACD. 
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SOLUTIONS  DE  OUESTIONS  PROPOSÉES. 


1582. 

(  1888,  p.   i6o.) 

Les  coniques  semblablenient  situées  qui  ont  même  cercle 
directeur  sont  inscrites  au  même  carré.  Démontrer  aussi 
que,  si  deux  telles  coniques  se  coupent  en  M,  les  tangentes 
au  point  M  font  des  angles  égaux  avec  un  côté  du  carré. 

R.-W.  Genèse. 
Solution 
Par  UN  Abonné. 

L'énoncé  1582  n'est  pas  clair;  peut-être  même  n'cst-il-pas 
exact.  Que  signifie  «  semblablement  situées  »?  S'agit-il  de 
coniques  semblables  et  semblablement  situées,  c'est-à-dire 
homothétiqiies;  ou  bien  de  coniques  simplement  semblables. 
Nous  choisirons  cette  dernière  interprétation  qui  est  la  plus 
large. 

Que  faut-il  entendre  par  cercle  directeur?  Tantôt  on  désigne 
ainsi  le  cercle  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits 
à  la  conique  (Salmon,  Sect.  coniq.,  p.  455);  tantôt  le  cercle 
qui  a  pour  centre  un  foyer  de  la  courbe  et  pour  rayon  le  grand 
axe. 

Dans  le  premier  cas  les  coniques  sont  concentriques  et, 
étant  déjà  semblables,  elles  sont  égales  ;  puisque  la  somme  des 
carrés  de  leurs  axes  est  constante.  Leur  enveloppe  se  conipose 
alors  de  deux  cercles  ayant  même  centre  que  les  coniques 
données  et  pour  rayons  respectivement  le  grand  et  le  petit  axe 
de  ces  coniques. 

Dans  le  second  cas  les  coniques  ont  un  foyer  commun  et 
sont  encore  égales.  Leur  équation  générale  est^  en  prenant 
le  foyer  comme  origine, 

.r2  -1-  y^  —  e'-{x  coso  -\-y  sincp  —  pY  =  o, 
où  g  et  /?  sont  des  constantes,  cp  est  donc  la  seule  variable  que 
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renferme  l'équation  précédente  et  la  recherche  de  l'enveloppe 
ne  présente  pas  de  difficultés.  Mais  comme  résultat  on  ne 
trouve  pas  des  droites. 

Nous  souhaitons  qu'un  autre  abonné  soit  plus  heureux  que 
nous  et  donne  de  la  question  1582  une  interprétation  qui 
permette  de  retrouver  les  résultats  qui  y  sont  énoncés. 

1657. 

(1893,  p.  53*.) 

On  projette  orthogonale  ment  un  ellipsoïde  sur  tous  ses 
plans  tangents. 
Déterminer  : 

x"  L'équation  de  la  surface  qui  limite  la  région  occupée 
par  toutes  les  ellipses  de  contour  apparent  ainsi  obtenues  ; 

a**  Le  nombre  des  points  de  contact  de  cette  surface  et 
de  lla»e  de  ces  ellipses.  Mannheim. 

■L    '•.« 

Solution 
Far  M.  H.  Brocard. 

Sans  apporter  la  solution  complète,  je  pense  pouvoir  indiquer 
le  moyen  d'y  parvenir. 

Soit  £  un  ellipsoïde,  orienté  n'importe  comment,  ayant  son 
centre  O  sur  le  plan  P  du  tableau  qui  est  alors  un  plan  sécant 
de  la  surface  cherchée  S. 

Le  plan  P  coupe  £  suivant  une  ellipse  E  ayant  pour  demi- 
axes  Rj  et  Rj. 

Menons  une  tangente  quelconque  t  et  les  deux  tangentes 
perpendiculaires/)',  />",  qui  la  rencontrent  en  V,  W. 

t  est  la  trace  d'un  plan  I  tangent  à  e  perpendiculaire  au 
tableau  ;  /?',  p"  forment  les  génératrices  de  contour  apparent 
du  cylindre  projetant  e  sur  I. 

La  section  de  S  par  le  plan.  P  est  donc  le  lieu  des  points  V,  W 
ou  le  cercle  orthoptique  de  E.  (]e  cercle  a  pour  rayon 

/Rf  -^  K'I 

Ainsi,  la  surface  S  a  une  infinité  de  cercles  ayant  tous  leur 
centre  en  O,  mais  les  cercles  sont  de  rayon  variable,  de  sorte 
que  2  ne  saurait  être  une  sphère. 

D'ailleurs,   2   contient   aussi    une   infinité  d'ellipses  t  dont 
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chacune  provient  de  la  projection  orthogonale,  sur  I,  de 
l'ellipse  0  contenue  4^ns  le  plan  J  conjugué  à  la  direction  p' 
ou/>''(sa  trace  est  le  diamètre  de  l'ellipse  E  joignant  les  points 
de  contact  des  tangentes  p\  p"). 

La  surface  S  est  tout  entière  extérieure  à  l'ellipsoïde  e  et  a 
seulement  deux  points  de  contact  V  et  W  avec  chaque  ellipse 
du  plan  1. 

Revenant  aux  axes  principaux  de  e,  avec  a"^  b"^  c,  on 
voit  que  2  a  pour  sections  principales  des  cercles  de  rayons 

v/«2-H  62,     v/a2-4-c2,     /pn^, 

dans  les  plans  des  xy,  des  xz  et  des  yz.  S  est  donc  une  sorte 
de  dilatation  de  t.  Elle  est  au  moins  du  quatrième  degré,  et 
elle  admet  pour  plans  de  symétrie  ceux  de  e. 

Pour  en  former  l'équation,  la  méthode  la  plus  simple  et  la 
plus  expéditive  sera  sans  doute  la  suivante,  fondée  sur  la 
génération  par  les  cercles  OVW.  On  y  parviendra  en  utilisant 
les  formules  de  Painvin  proposées  dans  la  question  824  (  1867, 
p.  432),  résolue  1868,  p.  91-96  par  Maffîotti  et  p.  280-282  par 
Housel. 

L'ellipsoïde  s  ayant  pour  équation 

Air2+  A'jk2  ^_  A"z2  —  1  =  0, 
avec 

A=:-i-,         A'=-l,         A''=-i' 

le  plan  P  (tout  à  l'heure  plan  du  tableau)  sera  représenté  par 
l'équation 

(i)  aa7-h  p^-h  I  =  o, 

et  en  posant 


RfR|  =  N, 


et 

d'où 

(2)  R2-hR2  =  MN, 


M   et   N  ayant   les  valeurs  indiquées  (loc.   cit.,  question   et 
réponses  824),  la  surface  E  sera  le  lieu  du  cercle  de  section, 


i 
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par  le  plan  (i),  de  la  sphère  ayant  pour  équation 


(3) 


x"" 


r 


R? 


R2  =  o, 


et  il  restera  à  éliminer  a  et  ^  entre  les  équations  (i),  (2),  (3). 
M  et  N  se  déduisent  d'un  certain  déterminant  qui  se  simplifie 
beaucoup  dans  le  cas  particulier,  puisqu'il  devient  le  déter- 
minant troué 


A 

0 

0 

0 

a 

0 

A' 

0 

0 

[i 

0 

0 

A" 

0 

i 

0 

0 

0 

—  I 

0 

a 

p 

I 
1680. 

0 

0 

(1894,  p.  5* 

•  ) 

On  considère  un  faisceau  de  coniques  passant  par  quatre 
points  fixes  : 

1"  Lieu  de»  points  de  contact  des  tangentes  menées  à 
chacune  d'elles  par  un  point  pris  sur  Vun  des  côtés  du 
quadrilatère. 

2"  Lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  menées  à 
chacune  des  coniques  du  faisceau  par  deux  points  pris  sur 
l'une  d'entre  elles.  André  Gaz  ami  an. 


Solution 

Par  UN  Abonné. 

lo  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un 
point  fixe  à  un  faisceau  de  coniques  est  une  cubique.  Cette 
cubique  passe  par  les  points  de  base  du  faisceau;  pour  ces 
points  la  tangente  à  la  cubique  passe  par  le  point  fixe;  elle 
passe  aussi  par  les  trois  points  diagonaux  du  quadrangle  des 
quatre  points,  pour  lesquels  la  tangente  passe  par  le  point  de 
concours  des  polaires  du  point  fixe  par  rapport  aux  coniques 
du  faisceau.  Enfin  elle  passe  au  point  fixe.  C'est  le  mode  de 
génération  classique  des  cubiques,  du  à  Maclaurin.  Si  le  point 
fixe  est  sur  l'un  des  côtés  du  quadrangle,  elle  se  décompose 
en  ce  côté  et  une  conique. 

2"  1^'aisons  une  transformation  homographique  telle  que  les 
deux  points  d'où  partent  les  tangentes  deviennent  les  points 
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cycliques.  Le  problème  sera  ramené  à  trouver  le  lieu  des 
foyers  des  coniques  qui  passent  par  quatre  points  d'un  cercle. 
Ce  lieu  se  compose  de  deux  cubiques  (Noiiv.  Ann.,  1889, 
p.  98).  Lorsque  les  deux  points  ne  sont  pas  sur  une  conique 
du  faisceau,  le  lieu  est  une  sextique. 

(  Voir  Kœhler,  £'ic.  de  Géom.  analyt.  et  de  Géoni.  super.,  t.  I, 
p.  329.) 

(1913,  p.  288.) 

Démontrer  que^  si  un  triangle  se  déplace  en  restant 
inscrit  à  une  conique  et  circonscrit  à  une  autre  conique,  le 
centre  du  cercle  circonscrit  décrit  une  conique.  Examiner^ 
en  particulier,  le  cas  où  cette  conique  est  un  cercle  ou  un 
système  de  deux  droites.  M.  VVeill. 

Solution 
Par  l'auteur. 

La  solution  de  celte  question  se  tire  aisément  d'un  principe 
que  j'ai  établi  depuis  fort  longtemps,  relatif  aux  polygones  de 
Poncelet,  auxquels  j'ai  consacré  de  nombreuses  Notes. 

Si  l'on  exprime  les  coordonnées  d'un  point  d'une  conique  en 
fonction  rationnelle  d'un  paramètre  ^,  l'équation,  de  degré  m 
par  rapport  à  t,  qui  définit  m  sommets  d'un  polygone  inscrit 
dans  la  conique,  renferme,  lorsque  le  polygone  se  déplace  en 
restant  circonscrit  à  une  autre  conique,  un  paramètre  arbi- 
traire X;  or,  j'ai  établi  que  ce  paramètre  X  entre  linéairement 
dans  les  coefficients  de  l'équation. 

D'après  cela,  considérons  une  ellipse;  les  coordonnées  d'un 
de  ses  points  sont  données  par  les  formules 

it 


1 

X  =  a- 
1 

—  t^- 

y  = 

=  6 

l'équation 

fi^Xt"^^ 

{xl-\- 

?>)t^ 

yX 

i-^r- 


o, 


où  X  est  un  paramètre  variable,  a,  p,  y,  0,  des  constantes, 
définit  un  triangle  inscrit  dans  l'ellipse  et  circonscrit  à  une 
autre  conique;  appelons  t',  t",  t'"  les  racines  de  l'équation; 
les  coordonnées  du   centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
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sont  données  par  les  formules,  faciles  à  établir, 


g»— 62  {i-t't"){\  —  t't"'){i—t"l"') 

a  Cl -4- ^'2)  (I -h  t"^-){i-^t"'-^) 

b^—a^  (t'-\-t"-ht"')I.t't"—t't"t"\ 


y  = 


les  valeurs  de  a?  et  j-  renferment,  au  numérateur  et  au  déno- 
minateur, des  polynômes  du  second  degré  en  X  :  le  théorème 
est  donc  démontré.  —  J'ai  démontré,  de  même,  il  y  a  fort 
longtemps,  que  le  point  de  concours  des  médianes  d'un  triangle 
qui  se  déplace  en  restant  inscrit  dans  une  conique  C  et 
circonscrit  à  une  conique  G',  décrit  une  conique  homothétique 
de  C  ;  théorème  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  autre, 
très  général,  relatif  à  des  courbes  de  degré  m  dont  l'équation 
renferme  un  paramètre  du  degré/?,  théorème  que  j'ai  établi 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique, 

1756. 

(  1897,  p.  loo.) 

Diviser  un  cercle^  de  rayon  donné,  en  trois  parties  équi- 
valentes et  inégales  formées  par  des  arcs  de  cercle. 

ËMINE. 

Solution 
Par  M.  H.  Brocard. 

Le  problème  est  manifestement  indéterminé,  car  il  y  a  une 
infinité  d'arcs  de  cercles  de  centres  quelconques  et  de  rayons 
convenables,  détachant  d'un  cercle  donné  le  tiers  de  sa 
surface.  Il  faudra  ensuite  diviser  le  restant  en  deux  parties 
équivalentes,  ce  qui  se  fera  aussi  par  une  autre  infinité  d'arcs 
de  cercles  de  centres  quelconques  et  de  rayons  convenables. 
Rien  n'ayant  été  spécifié,  l'énoncé  est  demeuré  sans  réponse- 
Le  choix  des  arcs  à  employer  étant  laissé  au  lecteur,  je  pro- 
poserai les  variétés  suivantes  : 

i"  Deux  arcs  avant  même  cenire  en  un  point  A  de  la  circon- 
férence donnée  ; 

•x"  Deux  cercles  concentriques  avec  la  circonférence  donnée  ; 

3"  Deux  circonférences  tangentes  intérieurement  en  un 
même  point  de  la  circonférence  donnée  ; 

4**  Etc.,  etc. 
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Mais  s'il  est  facile  d'improviser  des  variantes,  autre  chose 
est  de  pouvoir  affirmer  qu'il  soit  possible  de  les  résoudre  ou 
même  de  les  mettre  en  équation.  Il  me  paraît  donc  inutile  de 
poursuivre  cette  investigation,  à  moins  de  nouvelle  indication 
précisant  la  question  1756. 

1796. 

(  1898,   p.    i<»6.  ) 

Lorsqu^ un  polygone  convexe  se  déplace  en  restant  îfis- 
crit  à  un  cercle  et  circonscrit  à  un  autre  cercle,  la  somme 
des  cosinus  des  angles  reste  constante.  M.  Weill. 

Note 
Par  l'auteur. 

La  solution  de  cette  question  se  trouve  dans  mon  Mémoire 
sur  les  polygones  inscrits  à  un  cercle  et  circonscrits  à  un  autre 
cercle  (Journal  de  Liouville,  1878,  p.  265-3o4). 

1834. 

(1900,  p.  95,  et  1915,  p.  474.» 

Étant  données  deux  coniques  S  et  S',  trouver  le  lieu 
d' un  point  P  tel  qu  on  puisse  mener  de  ce  point  une  tangente 
à  'è  et  une  tangente  à  S'  perpendiculaires  entre  elles. 

Montrer  que  ce  lieu  est  une  courbe  Gg  du  huitième  ordre 
et  du  premier  genre  ayant  les  points  cycliques  pour  points 
quadruples  et  huit  points  doubles  à  distance  finie.  On 
déterminera  la  position  de  ces  derniers  en  montrant  que 
ce  sont  les  points  communs  à  distance  finie  à  trois  courbes 
du  quatrième  ordre  y  dont  on  formera  les  équations.  On 
établira  que  les  foyers  réels  et  imaginaires  des  deux 
coniques  S  et  S'  et  les  points  multiples  de  Gg  sont  sur  une 
même  courbe  G3  du  troisième  ordre  qui  dégénère  en  une 
hyperbole  équilatère  et  la  droite  de  Vinfini  lorsque  les 
deux  coniques  S  et  S'  sont  concentriques.  On  donnera  une 
définition  géométrique  de  cette  courbe  G3.  Le  lieu  cherché 
Gg  est  tangent  en  huit  points  à  chacune  des  coniques 
données  ;  les  seize  points  de  contact  sont  sur  une  même 
courbe  du  quatrième  ordre. 

Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  fonction 
d'un  paramètre. 


(  33,  ) 

Examiner  les  cas  particuliers  où    l'une    des  coniques 
données  se  réduit  à  une  parabole  ou  à  un  couple  de  droites. 

J.  Franel. 


Soient 


Deuxièmi-:  Solution 
Par    M.    W.    BouvAisT. 


a  w2  H-  •?.buv  •-+-  cp2  _|_  duw  -h  'levw  -K-  fw'^  =  S  =^  o, 
a' u"*"^  2b' uv  -T-  c' v^-h  d' uw  -i-  ie' vw  -(-/'w-  =  S'  =  o 

les  deux  coniques  donnée>  ;  les  équations  aux  coefficients 
angulaires  des  tangentes  à  ces  coniques  issues  d'un  point  P 
seront  de  la  forme 

Kni^  -+-  'j.  B  //i  -+-  C  =  o, 
A'm2-f-  26' m -h  G'=:  o; 

exprimer  que  le  point  P  est  un  point  du  lieu  cherché  revient 
à  écrire  que  les  deux  équations 

A//i2  _|_  2B/H  -h  G  =0, 
C'm2  — îB'm^  A'=  o 

ont  une  racine  commune,  ce  qui  donne 

(i)         (AA'-  CC')2-i-  4(BG'+  AB')(GB'-h  A'B)  =  o, 

or 

i  =fx^ —  idx->t- a,     B  =  —  {fxy  —  ex  —  dy -^  b),     C=fy^ — xey-^c^ 
V=fx^—'id'x-\-a\     W  =  —(fxy  —  e'2:  —  d'y-hb'),     G'=/>2— 2C>-i-c'. 

On  vérifie  aisément  que  les  termes  de  plus  haut  degré 
sont  y^y 2^2"' -f-^')*  ;  il  est  d'ailleurs  évident  que  les  seuls 
points  à  l'infini  du  lieu  sont  les  points  cycliques. 

Les  trois  courbes  du  quatrième  ordre 

AA'— GC'  =  o, 
BC'4- AB'=o, 
BA'4-GB'  =  o 

ont  huit  points  communs  à  distance  finie  et  la  forme  de 
l'équation   (i)  montre  que  ce  sont  des  points  doubles  de  la 
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courbe  Gg,  qui,  ayant  deux  points  quadruples  et  huit  points 
doubles  est  de  genre  un. 

Les  foyers  de  S  et  S'  sont  déterminés  par  les  équations 

A  — C  =  o,         A'— G'=o, 
B  =  o,  B'  =  o; 

ils  sont  sur  la  cubique  circulaire 

B'(  A  —  G)  —  B(A'  -  G')  =  (BG'  -+-  AB')  —  (BA'  4-  GB')  =  o, 

cubique  circulaire  qui  est  visiblement  le  lieu  des  foyers  des 
coniques  du  faisceau  S  -h  X  S'  =  o.  On  sait  que  cette  cubique 
se  décompose  en  une  hyperbole  équilatère  et  en  la  droite  de 
l'infini,  lorsque  S  et  S'  sont  concentriques. 

Soit  Pi  le  point  d'incidence  sur  S  d'une  tangente  commune 
à  S'  et  à  la  développée  de  S  ;  P|  est  un  point  du  lieu  Gg,  et 
comme  le  centre  instantané  de  rotation  de  l'angle  mobile  P 
coïncide  pour  la  position  Pi  avec  le  contact  de  S'  avec  la 
normale  à  S  en  Pj,  S  et  Gg  sont  tangentes  en  Pi  et  aux  sept 
autres  points  analogues. 

L'équation  du  lieu  peut  d'ailleurs  s'écrire 

(AA'—  GC')2+  4[B2A'G'-4-  BB'(AA'+  GG')  +  B'2AG]  =  o; 

sous  cette  forme  on  voit  que  les  deux  coniques  S  et  S'  qui  ont 
pour  équations 

B2—  AG  =  o,         B'2_  A'G'  =  o 

sont  tangentes  à  la  courbe  Gg  et  que  les  seize  points  de  con- 
tact sont  sur  la  quartique 

AV+GG'-+-2BB'=o, 

qui  est  le  lieu  des  points  tels  que  les  deux  tangentes  à  S 
menées  par  l'un  d'eux  forment  un  faisceau  harmonique  avec 
les  perpendiculaires  aux  tangentes  menées  à  S'  par  ce  même 
point. 

Pour  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  Gg  en  fonction 
d'un  paramètre,  il  nous  faudra,  suivant  la  méthode  générale, 
déterminer  l'équation  des  courbes  Gg  du  sixième  ordre  passant 
par  les  points  doubles  de  Gg,  admettant  les  points  cycliques 
comme  points  triples  et  passant  par  cinq  points  donnés  de  Gg. 
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Jj'équation 

G6=/,(AA'-GG')H-/2(BG'-hAB'i-i-/3(BA'4-CB')  =  o, 

^^  fil  fil  fz  représentent  les  premiers  membres  des  équations 
générales  de  trois  coniques,  renfermant  dix-sept  paramètres, 
est  l'équation  générale  des  sextiques  circulaires  passant  par 
les  points  doubles  de  Gs. 

En  supposant  que  S  et  S'  soient  respectivement  tangentes 
à  Oy  et  Oj7,  ce  qui  nous  donnera  les  conditions 

a  =  c'  =  o, 

nous  mettrons  en  évidence  quatre  points  de  Gg,  les  points 
d'intersections  des  quatre  droites 

A  =  x{fx—  id)  =  o,         G'  =  j^(/>~  2e'j  =  o; 

en  écrivant  que  Gc  passe  par  ces  quatre  points,  est  tangente 
à  l'origine  à  Cg  et  admet  les  points  cycliques  comme  points 
triples,  son  équation  deviendra  de  la  forme 

et  le  problème  s'achèvera  suivant  la  méthode  classique.  Gc 
calcul  ne  semblant  présenter  aucun  intérêt  particulier,  nous 
ne  le  ferons  pas. 

Si  l'une  des  coniques  données  devient  une  parabole,  S  par 
exemple,  nous  aurons /=  o  et  le  degré  de  G»  s'abaissera  de 
deux  unilcs. 

Les  termes  de  plus  haut  degré  seront 

la  courbe  sera  dans  ce  cas  une  sextique  bicirculairc  admettant 
la  direction  de  l'axe  de  la  parabole  S  comme  direction  asymp- 
totiquc  double,  la  courbe  étant  en  ce  point  tangente  à  la  droite 
de  rinfini,  et  le  nombre  des  points  doubles  à  dislance  (inie 
s'abaisse  à  sept. 

I<]nrin  si  S  et  S'  sont  toutes  deux  des  j)araboles,  le  lieu  est 
une  quartique  circulaire  admettant  les  axes  decesdeux  courbes 
comme   directions  as}  niplotiques.  Si  l'une  S   par  exemplcise 
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réduit  à  deux  points,  A  et  B,  le  lieu  est  évidemment  l'ensemble 
des  deux  podaires  de  S'  par  rapport  à  chacun  de  ces  points. 
Autres  solutions,  par  M.  M. -F.  Egan  et  M.  Picardat. 

1842. 

(  1900,  p.  190.) 

Sur  la  diagonale  extérieure  d'un  quadrilatère  inscrit. 
les  intersections  de  cette  diagonale  avec  les  diagonales 
intérieures,  les  intersections  des  côtés  opposés,  les  points 
où  passent  les  perpendiculaires  menées  aux  diagonales 
intérieures  par  l'orthocentre  du  triangle  ayant  pour 
sommets  les  extrémités  de  la  diagonale  extérieure  et  le 
croisement  des  diagonales  intérieures,  sont  six  points  en 
involution.  G.  Blanc. 

Solution 
Par  UN  Adonné. 

Soient  A,  B,  G,  D  les  sommets  du  quadrilatère  ;  E  et  F  les 
points  de  concours  des  côtés  opposés  ;  M,  N,  P  les  sommets 
du  triangle  diagonal  du  quadrilatère;  H  l'orthocentre  du 
triangle  MEF. 

Les  deux  hauteurs  HE  et  HF  et  les  perpendiculaires  abaissées 
de  H  sur  AG,  BD  forment  un  faisceau  harmonique,  car  elles 
sont  perpendiculaires  aux  rayons  du  faisceau  (M.ENFP)  qui  est 
harmonique.  Donc  les  deux  perpendiculaires  coupent  EF  en 
deux  points  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  E 
€t  F.  Gomme  il  en  est  de  même  pour  les  points  N  et  P,  les 
six  points  considérés  sont  bien  en  involution.  Le  théorème  est 
vrai  pour  un  quadrilatère  quelconque. 

1872(1). 

(  1900,  p.  /,82.) 

Par  Vinveision  quadrique  définie  avec  le  pèle  0  et  le 
cercle-point  V  {conique  des  points  unis ),  un  cercle  ayant 
le  centre  V  et  qui  ne  passe  pas  par  O  est  transformé  en 
une  quartique  rationnelle  circulaire  à  point  tacnodal. 
qui  est  ligne  d'ombre  d'un  hélicoïde  gauche.  Construire 
les  intersections  de  la  courbe  avec  une  droite  ;  les  tangentes 

(')  Numéi'otée  1860  par  erreur. 
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au  point  double  (qui  est  aussi  un  foyer  quadruple  de  la 
courbe),  la  tangente  en  un  point  quelconque  et  les  deux 
tangentes  doubles.  V.  Retali. 

Solution 
Par  UN  Abonné. 

Le  cercle-point  V  se  confond  avec  les  deux  droites  isotropes 
issues  de  ce  point  et  par  suite  la  courbe  à  étudier  est  définie 
géométriquement  de  la  façon  suivante  :  «  On  donne  un  cercle 
de  centre  V  et  de  rayon  A  et  un  point  O  de  son  plan  ;  par  O 
on  mène  une  sécante  qui  rencontre  le  cercle  en  P  ;  le  point  P', 
situé  sur  cette  sécante,  et  tel  que  l'angle  PVP'  soit  droit, 
décrit  la  courbe  en  question.  »  Dans  ce  mode  de  génération 
on  reconnaît  la  courbe  appelée  «  capricorne  ».  {Voir  GoMÈs 
Teixkira,  Courbes  spéciales  renïarquables,  t.  II,  p.  3 19-320, 
386-388  ;  Poncelkt,  Applications  d'Analyse  et  de  Géométrie^ 
t.  I,  p.  4^0-) 

Elle  a  un  point  tacnodal  au  centre  du  cercle  V  et  un  point 
double  en  0.  Elle  affecte  des  formes  différentes  suivant  que 
le  point  O  est  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  du  cercle  V.  Elle 
dégénère  en  une  strophoïde  quand  il  est  sur  le  cercle  et  en  un 
cappa  quand  il  est  à  l'infini.  (  Voir  Po.ncelet,  loc.  cit.) 

Prenons  comme  axe  des  x  la  droite  VO  et  comme  axe  des^ 
la  perpendiculaire  \y.  Désignons  par  h  la  longueur  VO  et 
soient  x^  y  les  coordonnées  du  point  P  ;  X,  Y  celles  de  P'. 

Les  équations  des  droites  OP  et  VP'  étant 

(0  \y  +  Y{li-x)-hy=^o, 

(2)  .     \x^\y  =  o, 

on  en  déduit 

^  x^-\-  y^  —  lix  x^-hy'^  —  h  x 

et,  puisque  les  relations  (i)  et  (2)  sont  symétricfues  en  x,  y, 
X,  Y,  on  a  aussi 

/iY2  — /tXY 

(4)  •^=Yi— V? — ÂV'         7 


X2-hYî— /tX  ^        XîH-Y2-A\ 

Par  suite  au  cercle  V 

x^-hy^  —  a'  =  o 
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correspond  la  courbe 

(5)  /i2  Y3(X2-^  Y2)  — a2(X2-i- Y2—  /tX)2=  G. 

On  trouve  dans  Poncelet  une  construction  de  la  tangente 
basée  sur  la  méthode  de  Koberval.  En  voici  une  différente 
obtenue  au  moyen  du  théorème  de  Frégier,  appliqué  à  l'angle 
droit  PVP',  en  observant  que  O  est  le  point  de  Frégier  corres- 
pondant. 

La  normale  en  V  à  l'axe  Va;,  la  tangente  en  P  au  cercle  V 
et  la  tangente  cherchée  en  P'  à  (5)  coupent  les  côtés  opposés 
du  triangle  PVP'  en  trois  points  situés  sur  une  droite  ;  ce  qui 
suffit  à  déterminer  la  tangente  en  P'. 

Les  tangentes  au  point  double  O  sont  les  droites  qui  joignent 
ce  point  aux  intersections  du  cercle  V  avec  Oy. 

Pour  trouver  les  tangentes  doubles  de  (5),  appliquons  les 
formules  de  transformation  (3)  à  la  droite 

(G)  iiX-h  vY  —  i  =:  o 

et  à  la  courbe  (5).  Nous  obtenons  ainsi  la  conique  qui  a  pour 
équation 

(7)  /iy(uy  —  vx)  —  (x-^y^—  hx)  =0, 

et  le  cercle  V.  Si  la  droite  (6)  et  la  courbe  (5)  sont  bitan- 
gentes,  il  en  est  de  môme  du  cercle  V  et  de  la  conique  (7)  et 
réciproquement.  Or  la  (îonique  (7)  est  déterminée.  Elle  passe 
en  effet  par  les  points  V  et  O  ;  au  point  V  elle  a  Yy  pour 
tangente;  au  point  O  elle  a  pour  tangente  la  droite  qui  joint  ce 
point  au  point  de  rencontre  de  \y  avec  (6).  Enfin  elle  passe 
par  le  point  d'intersection  du  cercle  décrit  sur  VO  comme 
diamètre  avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  V  sur  (6). 

Le  problème  de  la  détermination  des  tangentes  doubles  de 
la  courbe  (5)  et  de  ses  points  d'intersection  avec  une  droite 
de  son  plan  se  présente  donc  comme  très  analogue  à  celui 
qui  a  été  résolu  dans  la  question  1871  et  il  paraît  inutile 
d'insister  davantage. 
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L'IASTiriT  MITTAG-LEFFLEK. 


Par  un  testament  du  iG  mars  191 6,  M.  et  jVr"'^Mlttag- 
LefKer  ont  légué  tous  leurs  biens  à  une  fondation 
qui  prendra  le  nom  à' Institut  inatliématique  des 
époux  Mittag-Lef fier . 

Cet  Institut  a  pour  objet  essentiel  la  conservation  et 
le  développement  de  la  culture  des  Matliématiques 
pures  dans  les  quatre  pays  Scandinaves  :  Suède,  Dane- 
mark, Finlande  et  Norvège. 

Il  s'acquittera  de  sa  tache  : 

Par  Tentretien  et  l'enrichissement  de  la  bibliothèque 
mathématique  qui  appartient  aux  testateurs,  et  se 
trouve,  à  Djursholm,  dans  une  villa  édifiée  et  amé- 
nagée dans  ce  ])ut; 

Par  des  bourses  accordées,  à  des  étudiants  en  Mathé- 
matiques des  deux  sexes,  appartenant  aux  pays  men- 
tionnés ci-dessus,  pour  la  poursuite  de  leurs  études^ 
dans  leur  pays  ou  à  l'étranger; 

^^lr  l'attribution  de  prix  (h''ccrnés  à  des  lauréats  de 
toutes  nationalités,  pour  rcicompenscr  de  véritables 
découvertes.  On  exprime  l'espoir  qu'un  prix  pourra 
r\rc,  d(''(!erii(''  une;  l«ns  au  iiioius  tous  les  si\  ans. 

Tous  les  six  ans  aussi,  l'institut  célébrera  sa  séance 
solennelle. 

Suivent  quelques  dis[)ositions  d'ordre  admlnislralit* 
sur    lesquelles    nous    n'avons    p;\s    à    insister   ici.    I\n' 

Ann.  de  Mathéniat.,  /î"  série,  l.  \VI.  (Aoùl  1916.)  'i3 
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contre,  il  faut  'signaler  le  soin  constant  qu'ont  eu  Tes 
testateurs  d'affirnier  leur  sollicitude  pour  les  Mathé- 
tiques  pures. 

«  Notre  testament,  disent-ils  enfin,  doit  son  origine 
»  à  la  vivante  conviction  qu'un  peuple  qui  n'accorde 
»  pas  aux  Mathématiques  un  rang  élevé  dans  son 
»  estime  ne  sera  jamais  en  état  de  remplir  les  plus 
»  hautes  taches   civilisatrices.  » 

TSotons  aussi  l'hommage  rendu  par  M.  Mittag-Lefller 
à  l'Institut  Pasteur,  de  Paris,  qui,  déclare-t-il,  a  été  pour 
lui  un  modèle. 

Les  matlîématiciens  accueilleront  avec  reconnais- 
sance la  manifestation  par  laquelle  le  célèhre  profes- 
seur de  Stockholm  a  marqué  son  70*^  anniversaire,  et  à 
laquelle  s'est  associée  la  compagne  de  sa  vie. 

Beaucoup  regretteront  doublement  l'ajournement 
forcé  du  Congrès  international  des  mathématiciens^ 
qui  devait  précisément  cette  année  tenir  à  Stockholm 
sa  6®  Session.  La  RÉnACTiON. 


[I19c][I23a] 

S[]R  11^  THÉORÈME  DE  M.  AXIL  THIE  ; 

Par  m.  Edmond  MAILLET. 


Un  important  Mémoire  de  M.  Axel  Thue,  paru  dans  le 
Tome  L35  (i  909)  du  Journal  fur  Mathematik  (CveWe)^ 
p.  284-3o5,  me  donne  occasion  à  quelques  réflexions; 
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je  ne  m'occuperai  que  des  théorèmes  1,  II  et  IV,  laissant 
de  côté  le  théorème  JJL 

I.    L'auteur    s'occupe    principalement    d'établir    le 
théorème  suivant  (théorème  1)  : 

Soit  0  une  nacine positive  dhin  polynôme  entier  de 
degré  r  à  coefficients  entiers  ;  la  relation 

(i)  o<  l^p  —p\  < 


où  c  et  k  sont  deux  quantités  positives  quel- 
conques >-  o,  /l'a  qu^un  nombre  limité  de  solutions 
en  entiers  positifs  p  et  q. 

Or  il  m'a  semblé  que,  dès  le  début  [p.  286^  équa- 
tion (6)  ],  l'auteur  faisait  implicitement  la  restriction 
que  le  polynôme  F(^),  de  degré  /•,  à  coeflicients  entiers, 
dotit  G  est  racine,  cl  qu'on  peut  évidemment  supposer 
irréductible  pour  l;i  démonstration  du  théorème  I, 
avait  pour  coefficient  de  son  terme  en  x''  Tu  ni  lé,  c'est- 
à-dire  que  0  élail  un  nombre  entier  algébrique  (' ).  Il 
s'ensuivrait  donc  à  première  vue  une  restriction  impor- 
tante des  conclusions  de  M.  A.  Thue,  c'est-à-dire  des 
théorèmes  1,  Il  et  IV  dont  je  m'occupe  ici. 

Heureusement,  du  fait  que  les  racines  p,  d'une  é(|ua- 
lion  algéjjrique 

ao^'-H  ai^?'"-! -h.  . .-+- a^=  o         (ao>o), 
à  coefficients  entiers,  sont  de  la  forme   c,  =-^,  où   0, 


(')  l)c  toiilcs  f.içons,  ce  (|iii  suit  montre  (ju'il  Mitlil  cl'éUihlir  les 
llicorèmes  I,  Il  cl»;  M.  Thue  en  siipposiint  0  entier  algébric/ue,  et 
(jue  ces  tliéorèines  s'étendent  ensuite  facilement  au  cas  où  p  est  un 
nombre  algébrique  quelconque. 
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racine  de 

est  un  entier  algébrique,  les  théorèmes  I  et  II  de 
M.  Thue  s'étendent  immédiatement  à  p,,  si  on  ne  les 
suppose  établis  que  pour  p. 

II.  Envisageons  en  effet  le  théorème  I,  supposé 
inexact  en  ce  qui  concerne  p,;  on  pourrait  écrire,  pour 
une  infinité  de  valeurs  entières  de  p  et  ^, 

\99i—p\<  -—-' 


.    k 


et 


I^p— /?ao|<— =  — (c,  analogue  a  c), 

1  -4-  /.-  -  -H  A- 

ce  qui  est  en  contradiction  avec  (i)  ;  (i )  et  le  ihéorème  I 
subsistent  donc  pour  p,. 

Passons  au  théorème  II  :  soit  le  développement  en 
fraction  continue  ordinaire  de  ^^  : 

pi  =  «0 -h  I  :  «1 -h . . .  + 1  :  a,i  + . . . , 

oà  les  ai  sont  des  entiers  positifs,   tous  >>  o   sauf 
rentier  a^  qui  peut  être  nul^  et 

j^  =  ao+ 1  :  «1  +  . . .+ 1  :  rt„_i. 

Supposant  le   tiiéorème  II  établi  pour  p,  je  vais  le 
démontrer   pour  p,,  c'est-à-dire  faire   voir  que  l'iné- 


galité 


OÙ  k  est  un  nombre  positif  arbitraire  donné  quelconque 
>>  o,  n'est  possible  cpie  pour  des  valeurs  limilées  de  /i. 
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En  effet,  en  adiiiellaiil  le  contraire,  on  aurait  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  /i,  avec  les  nolalions  de  M.  Time 
pour  les  fractions  continues, 


< 


I 


I 


««  Q« 


contrairement  au  théorème  1  (*) 


<Q/' 


-(V-./.) 


m.  Le  théorème  IV  de  M.  Thue  étant  une  applica- 
tion du  théorème  I,  dont  nous  venons  de  vérifier  en- 
tièrement l'exactitude,  n'a  [)as  besoin  d'être  complété. 
Je  rappelle  son  énoncé  : 

L'équation  \j{p^  cj)  ^^  c,  où  c  est  une  constante 
donnée^  et  U  un  polynôme  entier  homogène  et  irré- 
ductible à  coejjicients  entiers^  n^aqu^in  nombre  fini 
de  solutions  en  entiers  positifs  p  et  q^  quand  le  degré 
de  U  est  >>  2. 

Il  est  susceptible  de  sérieuses  extensions  basées  sur 
la  méthode  employée  j)ar  M.  Thue,  méthode  dont  le 
principe  était  déjà  connu  de  Lagrange  et  de  J.  Lion  ville 
et  (jui  a  été  plusieurs  fois  utilisé  (-).  Nous  allons  le 
montrer. 

Soit  réfjuation  de  degré  /•,  irréduclible  (c'esl-à-dire 
de   premier    membre    indécomposable    eu    un   produit 


(')  CcUc  ilcinonsIraLion  simple  csl  vriuseinbhibleîiiciU  celle  de 
M.  Tluie  qui  iiKllipie,  sans  plus  de  détails,  le  théoiènie  II  comme 
conséquciK^e  i  m  média  le  du  liiéorènie  I. 

(^)  Voir  par  exemple  mon  Méuioire  du  Joiutud  de  Mathéma- 
tiques (Jordan),  5;  série,  t.  VI,  p.  jGS. 
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OÙ  /' >>  5  et  où  '^i  est  un  polynôme  homogène  et  de 
degré  i  en  x^  y,  o^  ayant  ses  coefficients  entiers.  Soit 
encore  .:r  ==/>,  y  =  ^  une  solution  en  nombres  entiers; 
on  peut  toujours  supposer  /?,  q  positifs,  à  condition 
de  substituer  au  besoin  à  (2)  l'équation  qu'on  en  déduit 
en  y  changeant  soit  x  en  —  x^  soit  y  en  — y^  soiL  à  la 
fois  X  el y  en  —  ^  et  — y.  Admettant  que  cp^ contienne 
effectivement  des  termes  en  x^  et  j"'',  on  écrira,  s'ip  <C  q-, 
^, ,  . . .,  p/i  étant  distincts  et  ^  o, 


(3)    ^r{oc,y)  =  K{x—^,yy^^..\x-^nyY-,     «r 
et  si  /)  >  q^ 


an  =  J\ 


Ce  dernier  cas  où  p  ^  q  se  traite  d'ailleurs  absolu- 
ment comme  le  premier  où  p<iq  '  il  suffit  d'inter- 
vertir le  rôle  de  x  et  y,  de  p  el  q.  Soit  donc />  <!  q', 
d'après  (2)  et  (3),  on  a 

(4)  ?r(/?,  q)  =  A(/>  -  p,^)«'.  ..(/>-  P«^)«" 

OÙ  |l|estune  quantité  limitée  supérieurement  en  fonc- 
tion des  coefficients  de  cs^,  cp^_i,  . . .,  cp^  ;  par  suite, 


.(._,,)-...(i-p,)- 


=  \qS->- 


si  çf  est  assez  grand,  un  des  facteurs  du  premier  membre 
autres  que  A  a  son  module  arbitrairement  petit  ;  ce  sera 
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par  exemple  (')  I— — ^A  ';on  en  conclut  d'abord 
que  Pi  esl  réel  ;  ensuite,  puisque 

diffère  arbitrairement  peu  de  [j<  —  [^/,  qui  est  ^  o, 

OÙ  A,,  )w  sont  analogues  à  X;  si  la  racine  [B,  ou  le 
facteur  x  —  j3,  y  appartient  à  un  facteur  irréductible 
de  degré  o  de  C5,.(jc,j^),  on  a 

(5)  oax^r, 

et,  d'après  le  théorème  1  de  M.  Tliue, 

il  faudra  donc,  c  étant  arbitraire, 

(o)       :^ — h/c-i-i,         s>j'  —  «1 a^k  —  at\ 

ax         1  ~  2 

on  a  une  condition  de  même  nature  pour  chacune  des 
racines  p/  réelles  ;  dans  le  cas  où  o,.(x,y)  est  irréduc- 
lil)le,  «,  =r  1 ,  0  =  /•,  et 


(6  6^5) 

2 

—  I, 

c'est-à-dire 

{6  ter) 

-I,          si 
si 

/•=  2/1, 
/•  =  2  /-,  4-  1 

(')  Ce  facteur  sera  ?£  o,  car  la  droite  x  —  ,3,y  ne  coupe  la 
courbe  (2)  qu'eu  un  nombre  fifii  de  points  quand  ^j  est  rationnel, 
puisque  (2)  est  irréductible. 
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Nous  en  concluons  le  théorème  suivant  : 

Théorème  A.  —  V équation  indéterminée  (2), 
où  (f,.(x,y)  contient  un  terme  en  x^'  et  un  en  y^^  ne 
peut  admettre  une  infinité  de  solutions  en  nombres 
entiers  x^  y  que  si  s  satisfait  aux  conditions  (6),  et 
même^  quand  (^,.(x,y)  est  irréductible^  à  la  condi- 
tion (6  ter). 

Il  est  assez  remarquable  que  ce  théorème  ne  suppose 
aucunement  entiers  ui  rationnels  les  coefficients  de  cp^, 
Oj_i,  ...,  '^^0  (').  Quand  on  prend  5  =  o  et  o,.[x^y) 
irréductible,  on  retrouve  le  théorème  lY  de  M.  Thue. 

Le  théorème  IV  de  M.  Thue  peut,  grâce  à  des  trans- 
formations convenables,  conduire  à  montrer  l'impossi- 
bilité d'une  infinité  de  solutions  pour  des  équations 
auxquelles  il  ne  s'applique  pas  directement.  L'auteur 
en  a  donné  divers  exemples  simples  (-)  :  pour  n  >>  'i^ 
les  éqiialions 

•r'''  -^  {x  -\-  k)''  =  y'\  x^  —  h^~  =  ky", 

{ X  -^  hy -\-  x^  =^  ky"\,  (x  H-  h )''  —  x'*  =  ky", 

avec  /i.  A,  k  entiers  donnés,  n'ont  chacune  qu'un 
nombre  fini  de  solutions  en  entiers  x^y,  on  vérifie  en 
effet  que,  dans  le  cas  contraire,  une  certaine  é(juation 
de  la  forme  aX'^  -f-  6  Y"  :=  c ,  où  |  «  |,  [  ^  |,  |  c  |  sont  des 
entiers  limités,  et  à  la(|uelle  s'applique  le  théorème  IV 


(^)  On  voit  facilement,  il  est  vrai,  qu'une  équation  indélcruiinéc 
irréductible  en  x  et  y  ne  peut  avoir  une  infinité  de  solutions  en 
nombres  entiers  sans  avoir  ses  coefficients  rationnels.  Il  est  donc 
loisible  de  supposer  a /?/7'o/'/  tous  les  coefficients  entiers  dans  la 
formule  (2).  D'après  la  même  méthode,  le  théorcnie  A  comporlc 
certaines  extensions  au  cas  où  cp .  a   un  facteur  de  la  forme  x'^ty^j. 

(')  Mémoires  de  la  Société  des  Wcienccs  de  Christiania,  1908, 
I"  noie,  p.  33. 
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de  M.  Thue,  devrait  avoir  une  infinité  de  solutions  en 
enliers  X  et  Y. 

Les  mélhodes  de  M.  Thue  ne  donnent  malheureuse- 
ment pas  en  général  de  procédé  1res  pratique  pour 
l'évahiation  d'une  limite  supérieure  des  valeurs  absolues 
des  solutions  en  entiers/;,  q. 

Mentionnons  en  terminant  que,  au  point  de  vue  des 
apj)lications,  le  théorème  A  précédent  esta  rapprocher 
d'un  théorème  de  M.  Runge  (')  qui,  souvent,  ne  lait 
pas  double  emploi  avec  lui. 

Remarque.  —  Si  Ton  pouvait  établir  pour  les  quan- 
tités \p  —  ^/^(  (i^/  réel),  quand  q  est  assez  grand,  une 
limite  inférieure  cq^^  plus  avantageuse  que  celle  qui 
résulte  du  théorème  I  de  M.  Thue,  la  formule  (4  hiii') 
donnerait  lieu  à  un  théorème  corrélatif  analogue  au 
théorème  A,  mais  plus  avantageux. 


[L^ea] 

SIR  LA  nÉTIiIUIIWTfO^  DU  CEMIÎE  DE  COlIRBllîE 
E^  m  PO!\T  OTXE  CO\!0LE  ; 

Par  m.  h.  BOUVAIST. 


On  trouve  dans  les  numéros  de  se|)tembre,  octobre 
et  novembre  191 5  des  Nouvelles  Annales^  sous  la 
rubrifpie  «  Questions  pro[)osées  »,  un  certain  nombre 

(')  Journal  fur  Malheinatik  (Ciclle),  t.  lOU,  p.  134-  l^oiir  des 
cas  éLendus  plus  particuliers  on  potu'ra  se  reporter  à  mon  Mémoire 
du  Journal  de  MaÛiëinaliques  (Jordan),  ;>  série,  t.  VI,  1900,  p.  261, 
où  les  rt'siillals  sont  obtenus  plus  simplement  que  diins  le  travail 
de  M.  Runge. 
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de  conslriiclions  géométriques  du  centre  de  courbure 
en  un  point  d'une  conique,  je  voudrais  indiquer  dans 
les  quelques  lignes  qui  vont  suivre  deux  coustructions 
très  générales,  dont  il  est  facile  de  tirer  comme  cas 
particuliers  les  constructions  mentionnées  plus  haut. 

PnEMiiLiiE  co]\STRucTiON.  —  Soit  UHC  coniquc  S  tan- 
gente à  une  droite  A  en  un  point  O  ;  soient  A  et  B  deux 
points  fixes,  M  un  point  variable  de  S,  les  droilesMA 
et  MB  coupent  A  en  a  et  [i  ;  quand  M  varie,  les 
points  a,  p  engendrent  une  division  homographique 
dont  les  deux  points  doubles  sont  confondus  au 
point  O.  Soient  a'  et  '^'  deux  points  correspondants  de 
cette  homographie;  Ma',  M  p'  coupent  resj)ective- 
ment  OA  et  OB  en  A'  et  B'  et  la  droite  A'B'  passera 
par  un  point  iixe,  intersection  de  AB  et  de  OM.  11  en 
résulte  que  la  conique  S'  engendrée  par  les  rayons 
honiographiques  A'a',  B'jb',  qui  sera  tangente  à  A  en  O, 
n'aura  qu'un  seu!  point  commun  avec  S  en  dehors 
de  O,  elle  sera  donc  osculatrice  à  S  en  O. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Étant  données  sur  une  droite  A  une  homographie 
ayant  ses  points  doubles  confondus  en  un  point  O  et 
deux  droites  Ox  et  Ojk,  si  V on  prend  sur  ces  deux 
droites  deux  points  A  et  B,  toutes  les  coniques 
engendrées  par  les  faisceaux  honiographiq ues  obte- 
nus en  joignant  ts.  et  ^  à  deux  points  correspondants 
de  r homographie  donnée  sur  la  droite  A  seront 
osculatrices  eu  O,  quelle  que  soit  la  position  des 
points  K  et  ^  sur  Ox  et  Oy. 

Soit  }:]  l'une  de  ces  coniques,  la  parallèle  à  A  menée 
par  B  coupe  S  en  B,;  la  droite  AB,  coupe  A  en  I,  qui 
est  un  point  de   l'homographie  ayant   son  correspon- 


(  M:  ) 

danl  à  l'infini.  Si  2  est  iiii  cercle,  B,  sera  sur  la  symé- 
trique Oy'  de  Oy  par  rapport  à  la  perpendiculaire  A, 

à  A  en  O  et  l'on  aura  1B,.IV  =  I0.  l.e  point  A  sera 
donc  à  l'intersection  de  Ox  avec  le  cercle  inverse  (1)  de 

oy  par  rapport  à  1,  la  puissance  d'inversion  étant  10. 
Le  point  de  (I)  diamétralement  opposé  à  O  sera  l'inler- 
section  K  de  la  perpendicnlalre  à  A  en  1  avec  la  per- 
pendiculaire OK  à  Or'  en  O,  et  le  cercle  S  coupera  A, 
au  point  J^  d'intersection  de  cette  droite  avec  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  K  sur  Ox. 

Or  si  nous  considérons  les  |)oints  K,  et  K.j  d'inter- 
section des  perpendiculaires  à  A  en  deux  poinis  cor- 
respondants de  l'homographie  avec  les  perpendicu- 
laires OK,  et  OKo  à  Oy  et  Ox  en  O,  la  droile  K|Kj 
passera  par  un  point  fixe  sui*  A,,  point  V\^e  qui  n'est 
autre  que  le  point L,  puisque  KL  est  une  des  j)Osi lions 
particulières  de  K,  K2. 

D'où  la  proposition  sui\ante  : 

Soient  S  une  conique  tangente  à  la  droite  \  en  O] 
soient  A,  M,  B  trois  poinis  de  cette  conique;  MA 
et  MB  coupent  A  en  y.  et  '^^  les  perpendiculaires  OK, 
et  OK2  à  OB  et  OA  coupent  les  perpendicu- 
laires y.Kj,  p  K2  à  A  en  K,  et  Ko,  la  droite  K,  K2 
coupe  la  normale  en  O  à  S  au  point  L,  OL  est  le 
diamètre  du  cercle  osculatcur  à  S  en  O. 

Cette  construction  est  due  à  l^  Serrct,  (jui  l'a 
démontrée  analjtiquement  dans  sa  (iéométrie  de 
direction. 

ExEiMi'LKs.  —  1"  La,  tangente  en  un  point  O  d'une 
hyperbole  de  centre  to  coupe  les  asymptotes  en  a  et  p, 
la  perpendiculaire  en  a  à  a,3  coupe  la  perpendicu- 
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laire  abaissée  de  G  suj'  co[^  en  R,  la  perpemnculaire 
abaissée  de  K  sur  coa  coupe  la  normale  OL  en  L, 
OL  est  le  diamètre  du  cercle  osculateur  en  O. 

2"  Questions  proposées  :  2257,  2271,  2277,  2279. 

Deuxième  construction.  — Nous  pouvons  énoncer  la 
proposilion  suivante,  corrélative  d'une  pi-oposilion 
démontrée  plus  haut  : 

Soient  sur  une  droite  A  trois  points  A,  O,  B,  par  A 
et  B  on  imnie  deux  droites  quelconques  MA  et  MB, 
on  considère  un  faisceau  ho mo graphique  de  som- 
met O,  admettant  pour  rayons  doubles  confondus 
la  droite  A;  deux  rayons  correspondants  Oa  et  0,3 
rencontrent  MA  en  a,  MB  en  p;  la  droite  ap  enve- 
loppe une  conique  2,  toutes  les  coniques  S  obtenues 
en  faisant  varier  le  point  M  sont  osculatrices  en  O. 

La  perpendiculaire  en  O  à  Oa  rencontre  la  |)erpen- 
diculaire  en  B  à  A  en  a,,  la  perpendiculaire  en  O  à  Op 
rencontre  la  perpendiculaire  en  A  à  A  en  j3,,  la 
droite  a,  ,3,  passe  par  un  ))oint  fixe  K  de  la  perpendicu- 
laire à  A  en  O. 

Supposons  que  la  conicpie  S  soit  un  cercle  de  centre  (o 
la  symétrique  de  la  tangente  AM  par  rapport  à  Ot-) 
rencontre  AB  en  A',  BM  en  C.  Les  rayons  OC,  Oco  se 
correspondent  dans  1  homographie  considérée;  par 
suite,  si  la  perpendiculaire  en  O  à  OG  rencontre  la 
j)erpendiculaire  à  A  en  A  en  (3,,  la  droite  Bj3,  cou- 
pera Ooj  au  point  K. 

Ija  polaire  de  G  par  rapport  au  cercle  S  rencontre  A 
en  I,  la  division  (B1\'0)  est  harmonique  et  la  perpen- 
diculaire  abaissée    de   w  sur   GO    passe    par  L    JNous 

avons 

A  1^1  _  OA  A  P. ,  _  A  P> 

■q^  ~  ÔT'       KO  ~  (Jil' 


d'où 


or,  piiisqu  on  a 
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KO  _  OA.OB 
wO  ~   01.  AB  ' 


2     _       I  I 

Ôî  ""  ÔÂ  "^  ôb' 
il  vient 

KO  =  ^, 

•2 

d'où  lu  proposition  snivanle  : 

Soil  une  conique  S  inscrite  dans  un  triangle  MAB 
et  touchant  AB  en  O,  une  tangente  quelconque  à  S 
rencontre  MA  en  a,  MB  en  ^,  les  perpendiculaires 
àkV>en  h.et  B  sont  rencontrées  respectivement  en  jii, 
et  a,  par  les  perpendiculaires  en  O  à  O^  et  (3a,  la 
droite  aip,  coupe  la  normale  en  O  en  un  point  K, 
OK.  est  égal  à  la  moitié  du  rayon  de  courbure  de  S 
en  O. 

Exemples.  —  i°  Soit  une  liyperbole  de  centre  (o, 
la  tangente  en  un  point  O  dé  la  courbe  coupe  les 
asymptotes  en  a  et  [i  ;  soient  K,  le  point  (r intersec- 
tion de  la  perpendiculaire  en  O  à  Oto  avec  la  per- 
pendiculaire en  y.  à  ()a,  Ivo  le  point  d^ intersection 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  u/j  avec  la 
perpendiculaire  en  ^  à  OJii.  K,  Ka  coupe  la  normale 
en  O  en  K.,  OK  est  égal  à  la  moitié  du  rayon  de 
courbure  en  O. 

2'  (Questions  proposées  :  2207,  2271. 

Troisième  cOi\STiiucTiON.  —  .le  vais  indiqner  pour 
terminer  une  troisième  eonstruclion  qui,  toul  en  étant 
d'une  application  moins  fréquente  que  les  deux  précé- 
dentes, fournit  une  construction  très  sim[)lc  du  point 
de  contict  d'une  quasi-normale  avec  son  enveloppe. 
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Théorème.  —  Soient  A  un  point  dUine  conique^ 
A'  le  second  point  d^ intersection  de  cette  courbe  avec 
la  normale  en  A,  |jl  le  milieu  de  A  A',  F  le  point  de 
Frégier  relatif  au  point  A,  c  le  centre  de  courbure 
en  A;  c  est  le  conjugué  harmonicjue  de  ^. par  /-ap- 
port à  A  et  F. 

Soient  en  eflfeL  AT  la  langente  en  A,  AB  la  seconde 
corde  commune  à  la  conique  et  au  cercle  osculateur  à 
celle-ci  en  A,  AB'  la  perpendiculaire  à  AB  en  A. 
BB'  coupe  la  normale  AA'  au  point  F.  La  polaire  de  F 
par  rapport  à  la  coni(jue,  qui  csl  la  seconde  corde 
commune  à  cette  coni(|ue  et  au  cercle  de  rayon  nul  de 
centre  A,  est  parallèle  à  AB  ;  les  deux  droites  A  A/  et  AB' 
étant  également  inclinées  sur  les  axes  de  la  conique,  la 
corde  A/B'  est  parallèle  à  Ai).  Si  donc  M  est  le  milieu 
de  AB,  P  l'intersection  de  AB'  et  de  BA',  les  trois 
points  M,  F,  P  seront  sur  un  même  diamètre  de  la 
conique.  Par  suite  M^.  passera  par  le  milieu  de  AP,  ce 
qui  montre  que  c  étant  Tintersection  de  AA'  avec  la 
pei'pendiciilaire  à  AB  en  M,  le  faisceau  M(AjjlFc)  est 
harmoni(|ue. 

Remarques.  —  i^  Ce  théorème,  joint  au  lliéorème 
de  Pascal,  fournit  une  consiruclion  assez  simple  du 
centre  de  courbure  en  un  point  d  une  conique  donnée 
par  cinq  de  ses  points. 

2"  Soient  M  un  point  variable  d'une  conique  ]S, 
a  et  [^  deux  j)oints  fixes  de  son  plan;  prenons  la  conju- 
guée harmonique  de  la  tangente  MT  à  S  [)ar  lapport 
à  Ma,  M^,  cette  droite  est  la  quasi-norjnale  en  M.  Elle 
rencontre  a[^  en  y,  S  en  M' ;  soit  v'  le  conjugué  harmo- 
ni(|ue  de  y  par  rapport  à  MM'.  Soit  F  le  pôle  de  la 
corde  a'p',  a'  et  [^' étant  les  intersections  de  S  avec  Ma, 
M[i.  D'après  la  proposition  précédente,  My  touchera 
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son  enveloppe  au  conjugué  harmonique  de  v'  par  rap- 
port à  M  et  F. 

3"  Considérons  une  quadrique  S,  soit  M  un  de  ses 
points;  soient  F  le  point  de  Fregier  relatif  au  point  M, 
M'  le  second  point  d'inlersection  de  la  normale  en  M 
avec  S,  si  l'on  désigne  par  p,  et  p2  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  en  M^  on  voit  facilement  que  l'on  a  la 
relation 

mF~  mIP  ""  p7^  pi* 


[I19a] 


SIR  QUELQUES  EQUATIONS  QUADRATIQUES  ; 

Par  m.  Mathieu  WEILL. 


ï.   Clierclions   une  solution  en  nombres  entiers   de 
'équation 


X' 


î  —   m  z2 


-HJK-  =  fJlZ 


(.T  ei y  devant  être  premiers  entre  eux). 

Si  ni  est  un  nombre  premier  de  la  forme  4p  H- 3, 
ou  un  produit  de  facteurs  premiers  dont  un,  au  moins, 
est  de  cette  forme,  l'équalion  est  impossible;  car  on 
sait  que  tout  nombre  (pii  divise  une  somme  de  deux 
carrés  premiers  entre  eux  est,  lui-même,  une  somme 
de  deux  carrés,  et  un  nombre  j)remier  de  \,\  foijnc  /|/>-|-3 
n'est  pas  une  somme  de  deux  carrés. 

Soit  donc  m  un  nombre  premier  de  la  forme  \p-\-  i , 

on  aura 

m  =  «2  4-  62, 
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et  l'équation 

X''--^-  y^=z  («2_4_  ^2^-2 

admet  la  solution 

X  =  a,  y  =  b^         z  ^=  \. 

Pour  avoir  d'autres  solutions,  [)osons 

X  =  a  -h  XS, 


d'où 


^  =  1   -\-  ù. 


1  ( a"-  +  J)"- )  -  ia\—  •). h V 

0  = 


^  r^  (  a  —  X)2  +  (  6  —  )/  Y  =  u.'^  -(-  r2, 

Z'-^  (a^-+-p2)2:^   (^^2  _   (•2)2^  {'111^^=   K2  +    \Jl ^ 

:r  =  <2  K  H-  6  L  =  a  (  ^^2  —  (,2  ^  _^  .^  ^/^ c^ 
j/  =  <7.  Iv  —  ^  L  =  a .  2  ?M'  —  h{  a-  —  v^  ), 


Soit,  par  exemple. 


X   =:  U^ —  P'-  -h  4  Z«P, 

J'  =   2«P  2(^2 —  (^2^^^ 

S  =:    ^^2     ,      j;2. 


11.  Si  /?i  est  lin  produit  de  facteur  premiers,  tous  de 
la  forme  4p  +  i-  o^^  aura  ni  sous  la  forme  d'un  produit 
de  nombres  dont  chacun  est  une  somme  de  deux  carrés, 
le  produit  est  donc,  de  plusieurs  manières,  une  somme 
de  deux  carrés,  ce  qui  donne  plusieurs  groupes  de  solu- 
tions. 

Soit 

m  =  13.  17   =  (32+22)(42_^.i2^ 

=  (io2-^n2), 
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d'où 

ce  qui  donne  deux  groupes  de  solutions. 
TII.   Soit  l'équation 

elle  admet  la  solution 

r  =  I, 

3  =  1, 

d'oili,  en  posant 

a?  =  I  -h  Xô, 

^   =  I  H-  0, 

:r  =  — a(À  —  \f--\-  b\'-  —  ihW  —  b  -¥-  -iXb, 
y  =-  6(X'—  1)2 -+-  a\^  —laW—  a  -^î\'a, 

z  =      a(X  —  1)^-4- ^(X'  — 1)2. 

On  peut,  plus  généralement,  considéier  l'équation 
«37-  -I-  6j'2  =  (a  -r-  m-  b)z^ 

qui  admet  la  solution 

y  =  fn> 

et  (l'on    trouve    ensuite,    comme    précédemment,    les 
valeurs  générales  de  x,  y,  z. 

iV.   Soit 

«372 -f-  ^J^2  _    32 _ 

Si  rt  4-  /v  est  un  carré  m-,  on  a  comme  solution 

X  =  \ ,        y  =  \^        z  =  m: 
Ann.  de  Matliémat.,  4'  série,  t.  \VI.  (Août  1916.)  2-| 
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on  a  ensuite  la  solution  générale. 
Soit 

si  a  est  un  car-ré  /?i-,  on  posera 


z  =  inz 


d'où 
d'où 

Soit 
posons 

d'où 


;r  =  X2_5X'2, 

z  =  m(X2+  6X'2). 


X  =  CI.  -\-  b  ^, 


(a-^b)a^-^  ab(a  +  b)^^=  z^. 


Si  a  4-  &  est  un  carré  /?z-,  on  est  ramené  au  cas  pré- 
cédent. 

Si  ab  est  un  carré  m-,  en  posant  mj3  =  p',  on  a 

(a  -^  b)%^-{-  {a  -\-  b)p  =  z\ 
d'où 

^  =  (rt  4-  è)s' 

et 

«2-1-  i^'-^  =  (a-hb)z'K 

On  est  ramené  à  la  première  équation  de  cette  Note. 

On  peut  j  arriver  directement  en  observant  que  si,  dans 

l'équation 

ax^-h  by-  =  ^2^ 

sib  est  un  carré,  on  trouve,  après  avoir  enlevé  les 
facteurs  premiers  qui  entrent  à  des  puissances  paires 
dans  a  et  6.,  une  équation  de  la  forme 
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d'où 

Remarque.    —    Il   n'existe   aucune   méthode   pour 
trouver  une  solution  de  l'équation 

En  prenant,  par  exemple,  ^  r=  i ,  on  est  ramené  à 
l'équation 

équation  qui  présente  les  plus  grandes  difficultés  et 
qui  n'a  pu  être  résolue  que  dans  un  petit  nombre  de 
cas  particuliers.  Ceci  montre  combien  l'équation  géné- 
rale 

même  pour  des  valeurs  très  simples  des  nombres  a,  b^  c, 
est  difficile  à  aborder. 


CORRESPONDANCE. 


M.  G.  Fontené.  —  Sur  un  article  de  M.  Bouvaist. 
—  M.  Bouvaist  a  obtenu  très  élégamment  (p.  184)  le  lieu 
des  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  T  qui 
sont  circonscrits  à  une  conique  S,  conjugués  à  une 
conique  1',  inscrits  par  suite  à  une  conique  S^;  ce  lieu 
dépend  uniqucmeni  de  la  conique  S  et  du  cercle 
orthoplique  de  la  conique  S.  Voici  quelques  remarques 
concernant  les  cas  où  le  lieu  est  un  système  de  deux 
droites  : 

1"  Quand  le  lieu  se  réduit  à  un  point  (deux  .droites 
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imaginaires),  l'une  des  coniques  S  en  nombre  infini 
qui  correspondent  à  l'un  ou  à  l'autre  des  deux  cercles 
orthoptiques  obtenus  donne  un  cercle  comme  co- 
nique S^  Il  existe  une  infinité  de  triangles  inscrits  à  ce 
cercle  et  conjugués  à  la  conique  S. 

?/'  Lorsque  la  conique  S  est  une  parabole,  l'un  des 
triangles  T  a  pour  l'un  de  ses  côtés  la  droite  à  l'infini 
du  plan,  et  le  lieu  comprend  la  droite  à  l'infini.  Le  lieu 
véritable  est  alors  une  droite  réelle.  Vonv  obtenir  ce 
cas  dans  le  calcul  de  M.  Bouvaist,  on  transporte  l'ori- 
gine au  point  de  coordonnées  — «,  o,  on  fait  —  ^=  p-, 
puis  a  infini,  et  l'on  trouve 

ox-  -h  oxy  H-  oy^  -h  kx  +  hy  -h  G  =  o. 

La  conique  S'  passe  alors  au  centre  de  la  conique  S, 
et  ses  directions  asjmptotiques  sont  conjuguées  j)ar 
rapport  à  ^. 

3"  Lorsque  la  conique  S  est  une  pnrabole,  la  ques- 
tion est  illusoite,  le  centre  d'un  cercle  conjugué  à  une 
parabole  étant  sur  la  directrice.  En  posant  alors 

).p  xo^i  qyo  =  xf,  +  yi^  —  p2  =  G, 

on  doit  faire  G  infini,  ^o,  y^)  et  p  infinis,  la  puissance 
de  l'origine  par  rapport  au  cercle  ortbopti(|ue  de  2, 
soit  xl  -yj'l  —  P",  étant  un  infiniment  grand  du  même 
ordre  que  Xq  et^o  ;  1^  'i^u  est  la  droite  double 


2 

P      q 


X  Y 

H  -  —  I  )     =  o, 


c'est-à-dire  la  directrice  comptée  deux  fois. 

J'ai  été  amené  à  penser  aux  deux  derniers  cas  en 
partant  delà  conique  S'  représentée  paramétri([uement 
et  en  regardant  les  valeurs  du  paramètre  aux  sommets 
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d'un  triangle  T  comme  données  par  l'équalion 

À/(0-+-?(0  =  o, 

où  y  et  C5  sont  des  poljuomes  du  troisième  degré;  on 
écrit 

]^e  lieu,  représenté  paramétriquement,  peut  ainsi  se 
réduire  à  une  droite,  et  l'on  obtient  les  deux  cas 
signalés  ici. 

M.  L.  Godeaux.  —  Remarque  sar  un  précédent 
article.  —  Inséré  dans  le  numéro  de  février  191 6 
(p.  49-61),  il  a  pour  litre  :  «  Etude  élémentaire  sur 
l'homographie  plane  de  période  3  et  sur  une  surface 
cubique.  » 

Au  paragraphe  9  (p.  61),  nous  écrivons  : 

a  ...  une  surface  cubique,  possédant  Irois  points 
doubles  biplanaires  ordinaires,  ne  peut  pas  nécessaire- 
ment être  représentée  par  l'équation 

c'est-à-dire  cjue  les  trois  couples  de  plans  tangents  à  la 
surface  aux  trois  points  biplanaires  ne  sont  pas  néces- 
sairemerjt  les  faces  d'un  trièdre;    ....  » 

il  s'agit  évidemment  d'un  trièdre  donnée  car  on  sait 
(|uc  les  trois  couples  de  pians  tangents  dont  il  vient 
d'être  question  sont  toujours  les  faces  d'un  trièdre. 
Telle  que  nous  l'avions  écrite,  notre  phrase  pouvait 
prêter  à  confusion. 

M.  Henri  Lebesgue.  —  ./  propos  d'un  article  de 
M.  Barisien  (mai  191GJ.   —  Soient  (y)   une   roulette 
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fixe,  (m)  une  roulette  mobile,  P  un  point  entraîné 
par  (ni).  Quand  le  centre  instantané  I  se  déplace  de  d'^, 

(m)  tourne  de  -5-  H -,  R  et    /*  étant   les   rayons    de 

courbure  en  I  des  deux  roulettes  ;  rajons  qu'on  affec- 
tera du  même  signe  ou  non,  suivant  que  les  courbures 
sont  d'orientations  différentes  ou  de  même  orientation. 
Donc  le  déplacement  de  P  est 

d<j  =  lP  (^-^  j)  ds. 

Si  [m)  et  (/)  sont  des  circonférences,  en  prenant 
pour  variable  l'angle  9  des  rajons  de  I  et  de  P  dans  (m), 
et  en  posant  jnV  =z  l  (on  prendra  /  du  signe  de  r), 
on  a 

d(s  =  v/Z2_^/-2— 2/rcosG  (^i-+-  -1  We. 

C'est  la  différentielle  elliptique  de  seconde  espèce 
qui  sert  à  évaluer  un  arc  d'ellipse,  d'où  la  possibilité  de 
définir  un  arc  d'ellipse  ayant  même  longueur  qu'un  arc 
donné  d'une  courbe  épicycloïdale  générale. 

Je  précise  :  faisons  correspondre  les  points  de  devix 
courbes  épicycloïdales  quand  ils  sont  donnés  par  une 
même  valeur  de  9.  Cette  correspondance  conservera  les 
longueurs  des  arcs,  si  l'on  a 


(0  f  =  -^.       '■(■+k)='''('-^r')' 

dans  ces  relations,  les  éléments  accentués  sont  relatifs 
à  la  seconde  courbe  épicycloïdale.  Or,  si  les  éléments 
non  accentués  sont  donnés,  on  peut  calculer  les  élé- 
ments accentués  en  ajoutant  même  la  condition 

R'  =  — 2/', 
auquel  cas  la  seconde  courbe  est  une  ellipse. 
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Les  conditians  (i)  ne  sont  pas  les  seules  qui  assurent 
la  conservation  des  longueurs.    Cette    conservation    a 
aussi  lieu  avec 

Mais  les  cojiditions  (i)  et  (2)  sont  en  réalité  iden- 
tiques; il  suffit,  pour  passer  d'une  forme  des  conditions 
à  l'autre,  de  changer  pour  l'une  des  courbes  de  mode  de 
génération  épicjcloïdale.  On  sait,  en  effet,  que  chaque 
courbe  épicjfcloïdale  admet  vtne  double  génération  et, 
entre  les  éléments  /',  /,  R,  /-^ ,  /, ,  R,  relatifs  à  ces  deux 

générations,  on  a 

r  _  /i  _  _R 

(  ~  n  ~~  R,  ' 

On  pourrait  encore  déduire  les  conditions  (2)  des 
conditions  (i)  en  utilisant  la  remarque  suivante  :  soitP^ 
te  point  conjugué  de  P,  par  rapport  à  (m);  son  dépla- 
cement 

est  proportionnel  à  ^o-,  que   (/)  soit  ou  non  une  cir- 

IP' 
conférence,  car  le  rapport  jp  est  constant. 


A^GIËMËS  QUËSTIOiXS  M^  KESOLllË^ 


Questions  de  Mannheim. 

8^0  (1867,  335).  —  On  coupe  une  surface  ilu  second xlegré  (S) 
par  un  plan.  On  prend,  sur  la  courbe  d'intersectfon  C,  quatre 
points   arbitraires  (non   en   ligne  droite)  a,   b,  .i,',   h,  et  l'on 
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mène  en  ces  points  les  normales  A,  B,  G,  H  à  la  surface  (S). 
On  construit  le  couple  de  droites  D,  A  rencontrant  à  la  fois 
ces  quatre  normales  et  l'on  détermine  la  droite  I,  issue  d'un 
point  fixe  j,  qui  s'appuie  sur  D  et  A.  Démontrer  que,  lorsque 
l'on  fait  varier  la  position  des  points  a,  ^,  g^  h  sur  G,  les 
droites  telles  que  I  engendrent  un  plan. 

821  (1867,  336).  —  Les  données  restant  les  mêmes  ('),  on 
construit  comme  précédemment  le  couple  de  droites  D,  A.  On 
prend  les  traces  de  ces  droites  sur  un  plan  fixe  (P);  on  joint 
ces  traces  par  une  droite  M. 

Démontrer  que,  lorsque  l'on  fait  varier  la  position  des 
points  a,  b,  g,  h  sur  G,  les  droites  telles  que  M  passent  par 
un  point  fixe. 

1078  (1872,  191).  —  On  donne  une  courbe  plane  quelconque 
et  la  tangente  at  au  point  a  de  cette  courbe  On  mène  la 
corde  bc  parallèlement  à  la  tangente  at.  Lorsque  bc  se  rap- 
proche indéfiniment  de  at.,  en  restant  parallèle  à  cette  droite, 
on  demande  : 

1*^  La  limite  des  positions  de  la  droite  ae  qui  joint  le  point  a 
au  milieu  e  de  la  corde  bc.  On  obtient  ainsi  à  la  lin)ite  la 
droite  que  M.  Transon  a  appelée  axe  de  déviation  de  la 
courbe  en  a\ 

'1°  La  limite  des  positions  du  point  de  rencontre  des  axes 
de  déviation  de  la  courbe  en  b  et  c: 

3°  La  limite  des  positions  des  droites  qu'on  obtient  en 
joignant  le  point  a  aux  points  d'intersection  des  cercles 
osculateurs  de  la  courbe  donnée  en  b  gi  c; 

4°  La  limite  des  positions  du  point  de  rencontre  de  la  corde 
commune  à  ces  deux  circonférences  et  de  la  tangente  at. 

1363  (1881,  192).  —  On  donne  une  ellipse;  on  prend  le 
triangle  acb  formé  par  les  deux  tangentes  ca,  cb  à  cette 
courbe  et  la  corde  de  contact  ab,  et  Ion  détermine  un 
point  m  (ioù  l'on  voit  sous  des  angles  di'oits  les  côtés  du 
triangle  abc.  Quelle  est  la  surface,  lieu  des  points  tels  que  m, 
lorsqu'on  prend  tous  les  triangles  analogues  à  acb^ 

(')  Que  dans  la  question  820. 
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177o  (1893,  387).  —  Ou  donne  un  point  O  et  une  droite  D 
fixes.  Une  figure  de  grandeur  invariable  formée  d'un  point  to 
et  d'une  droite  A  se  déplace  de  façon  que  w  reste  sur  D  et 
que  A,  s'appuyant  toujours  sur  cette  droite,  passe  toujours 
par  O.  On  demande  le  lieu  d'un  point  arbitraire  du  plan  de 
la  figure  mobile.  Examiner  les  différentes  formes  de  ce  lieu, 
lorsqu'on  fait  varier  les  données. 

2015  (19C5,  192).  —  Un  trièdre  trirectangle  a  son  sommet 
sur  le  côté  E  d'un  angle  donné.  Du  point  où  l'autre  côté  D 
de  cet  angle  rencontre  l'une  des  faces  de  ce  trièdre,  on  élève 
un  plan  perpendiculaire  à  ce  côté.  Ce  plan  coupe  E  en  un 
point  d'où  l'on  abaisse  la  perpendiculaire  A  à  la  face  consi- 
dérée. On  détermine  de  même  B,  G  pour  les  autres  faces  du 
trièdre.  Démontrer  que  les  deux  droites  qui  rencontrent  A, 
B,  C,  D  sont  perpendiculaires  à  D  et  perpendiculaires  l'une 
à  l'autre. 


SOLUTIONS  »E  OIFSTIO\S  PROPOSÉES 


2121. 

(  IIKIO,  p.    I  ,2.) 


Oïl  demande  d'établir  les  propriétés  suivantes  de  la 
suite  (U)  de  Fibonacci^  définie  par  la  relation  de  récur- 
rence 

avec 

u^  =  0,  //,  =  !. 

i"  Si  'X  désii^ne  un  nombre  premier^  la  suite  (U)  con- 
tient une  in Jinité  de  termes  multiples  de  a.  Soit  u \  le  plus 
petit  de  ces  termes.  J.e  nombre  A  divise  a  —  1  si 

a  =  muli .  10  it  I 
e/  a  -f- 1  si 

a  =  miilt.  10  rt  î. 


et 
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2"  Si  p  désigne  un  nombre  premier^  on  a 

Up  =  muk.  ip  -h  I         si        p  =.  mult.  10  ±:  i , 
u,,  =  mult.  2/)  —  I         si        p  =  mult.  10  ±  3-. 


Si  Up  n'est  pas  premier,  ses  facteurs  premiers  sont  de  la. 
forme 

1  kp  ±  r . 

En  désignant  par  a,  [3,  Vj  •  •  •  ces  facteurs  ^  on  a 

Up^ct9r(.... 

Alors  Up   est   le  plus  petit  nombre  de  la  suite  divisible 
séparément  par  les  nombres  premiers  a,  ^,  y,  .... 

G.    HiLLERET. 

Solution 

Pai-    M.    A.    GÉRARDIN. 


Il  serait  facile  de  démontrer  rapidement  certaines  parties 
de  cette  question  non  résolue,  mais  j'estime  préférable  d'en 
faire  remonter  tout  l'honneur  à  Edouard  Lucas,  en  citant 
simplement  quelques  extraits  de  ses  «  Recherches  sur  plu- 
sieurs Ouvrages  de  Léonard  de  Pise  et  sur  diverses  questions 
d'Arithmétique  supérieure  »,  éditées  dans  le  Bullettino  du 
Prince  Boncompagni  (Rome,  1877,  f).  129-193  et  2897293)61 
surtout  des  pages  i3i  à  170  pour  la  piéscnte  question. 

«...  Nous  signalerons  plus  particulièrement  dans  ce  tra- 
vail,   une   question  fort  curieuse  du    Liber    Abbaci  qui   ren.- 

ferme   le    premier   exemple   de    séries     lécurrenles  On 

retrouve  cette  série,  quatre  siècles  plus  tard,  dans  la  dernière 
des  annotations  d'Albert  Gikard  (mort  en  i633),  sur  la  tra- 
duction française  qu'il  fit  lui-même  du  cinquième  et  du 
sixième  livre  de  V Arithmétique  de  Diophante  ....  En  1753, 
le  D'  Robert  Simson  ...  a  fait  remarquer  que  la  série  en 
question  est  donnée  par  le  calcul  des  quotients  et  des  frac- 
tions convergentes  des  expressions  irrationnelles 


/ 


j  -h  I 


et 


v/5- 
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qui»  représentent  respectivement  les  valeurs  de 

2  sin —     et     9.  sin3 — j      •••• 
lO  lo 

»  Gabriel  Lamk  ...,  dans  un  travail  présenté  à  l'Académie 
des  Sciences  dans  la  séance  du  28  octobre  18445  indique 
l'application  qu'on  peut  faire  de  cette  série,  à  la  détermi- 
nation d'une  limite  supérieure  du  nombre  des  opérations  à 
faire  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
deu\  nombres  entiers,  lorsque  l'on  emploie  la  méthode  ordi- 
naire de  la  division  . .  .. 

»  Jacques  Binet  .  .  .,  dans  un  travail  présenté  à  TAcadémie 
des  Sciences  dans  la  séance  du  4  novembre  i844>  remarque 
que  la  série  de  Lamé  i,  2,  3,  5,  8,  i3,  ...  est  identique  à 
celle  qui  lui  avait  donné  le  dénombrement  des  combinaisons 
discontiguës,  et  dont  il  avait  parlé  dans  un  autre  travail  pré- 
senté à  la  même  Académie  le  25  septembre  i843  .... 

)>  La  série  dite  de  Lamé,  mais  considérée  pour  la  première 
fois  par  Léonard  de  Pise,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire, 
est  une  série  récurrente  donnée  par  la  relation 


(0 


^'«-+-2  —  Un-h\  ~+"  l^n^ 


et  par  les  deux  conditions  initiales 

Uq  =0,  if,  =  I . 

»  L'expression   d'un    terme   quelconque    de  cette  séiie    est 
donnée,  en  fonction  de  son  rang,  par  la  formule 


(•^) 


y/I  M,j  =       - 


/5- 


/: 


qu'il  est  facile  de  vérifier  a  posteriori  .... 

»...  Les  termes  de  rang  impair  de  la  série  de  Lamé  ne 
peuvent  contenir  qu'une  seule  fois  le  facteur  2,  et  seulement 
les  facteurs  premiers  impairs  de  la  forme  ^p  \-i.  Nous 
verrons  plus  loin  que  u-înhi  ne  contient  le  facteur  2  que 
lorsque  a/i  -+•  i  est  un  multiple  de  3  .... 

»  La  série  de  Lamé  peut  être  considérée  comme  le  résulhit 
(lu    calcul   (les    réduites    successives    de    In    fraction    continue 
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périodique 


I  4- 


prolongée  indéfiniment,   qui  représente  le  développement  de 
l'irrationnelle 

I  -h  \/b 


))  Nous  ferons  encore  observer  que  la  série  en  question  se 
trouve  implicitement  renfermée  dans  le  tableau  des  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  du  binôme,  c'est-à-dire  dans  le 
Triangle  arithmétique  de  Pascal  .... 

»  ...  u„in  est  toujours  exactement  divisible  par  u„i  et 
par  K/j,  et  par  leur  produit,  si  m  et  n  sont  premiers  entre 
eux.  On  déduit  aussi  de  ce  résultat  qu'un  ternie  quelconque  Uf, 
de  la  série  ne  [)eut  être  |)i'emier  que  lorsque  p  désigne  lui- 
même  un  nombre  premier  .  ... 

»   Si  n  désigne  un  nombre  impair  quelconque,  les  diviseurs 

de  — ^  sont  des  diviseurs  de  la  forme  quadratique  bx'^ — 3j)'-. 

Un 

»  On  sait  d'ailleurs  que  les  diviseurs  quadratiques  de  cette 
forme  sont  de  l'une  des  formes 

et  que  les  diviseurs  linéaires  impairs  sont  compris  dans  l'une 
des  formes  suivantes  : 

605' -^  r,  .^9,  II,  5(),       007  +  7,43,17,53,       


))  Si    n   désigne  un    nombre    pair  quelconque,  les  diviseurs 


de 


W:j/t 


sont  des  diviseurs  de  la  foriue  quadratique  'dx--r  3jk'^ 


))   On   sait    encore    que   les  diviseurs  ({uadratiques  de  cette 
forme  sont  de  l'une  des  deux  formes 


1  Dr 


J  u:- 


:)  V- 


et  que  les  diviseurs  impairs  correspondants  sont 
807 -h  1,19,     3o<7 -f- 17,  ^>.3,     .... 
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»  Supposons  p  premier  impair  et  11,1  divisible  par  />^  ;  on 
voit  alors  que  Uj^n  est  divisible  par  yA"^*,  et  non  par  une 
autre  puissance  de/>;  de  là  le  théorème  suivant  qui  exprime 
LA  LOI  DE  LA  RÉPÉTITION  de  la  présence  d'un  nombre  premier 
dans  la  série  de  Fibonacci  : 

»  Théorème.  —  Si  n  désigne  le  rang  d'un  terme  de  la 
série  contenant  le  facteur  premier  p  à  la  puissance  \,  le 
rang  du  premier  terme  de  cette  série  divisible  par  la 
puissance  À  -!-  i  de  p^  et  non  par  une  puissance  supérieure^ 
est  égal  à  pn  .... 

»  Nous  verrons  plus  loin  que  n  est  toujours  un  diviseur 
d  e  /)  zb  I   ....   )) 

Ed.  Lucas  donne  ensuite  les  diviseurs  linéaires  des  formes 
11^  kn 
U-in 

«...  Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  la  série  de 
Lamé  contient  sans  aucune  exception  tous  les  nombres  pre- 
miers, à  des  rangs  nettement  déterminés,  et  démontrer  le 
théorème  suivant  qui  exprime  la  loi  de  l'apparition  d'un 
nombre  premier,  dans  cette  série  : 

»  Théorème.  —  Si  p  désigne  un  nombre  premier  de  la 
forme  10^  ±  1,  le  terme  de  rang  p  —  1  dans  la  série  de 
Lamé  est  divisible  par  p,  et  si  p  désigne  un  nombre  pre- 
mier de  la  forme  lorj  ±  3,  le  terme  de  rang  p  -f-  i  dans  la 
série  de  Lamé  est  divisible  par  p  .  .  .. 

ù  i"  Km  elî'et,  supposons  d'abord  que  le  nombre  premier/? 
soit  de  la  forme  ior/i±i3.  On  a 

2/'M/,_Hi=  C/;^.,,,-!-  5G/;^,,:, -f-.  ..+  5     2      ; 

si  l'on  remarque  que  i\p-^x^n  est  divisible  par  le  nombre  pre- 
mier/», lorsque  n  est  diflY-rent  de  i  ou  de  p  —  i,  et  que  C;;-t-i,i 
est   égal   à  /> -f- I ,  on    obtient,   suivant  le   module  />,  la    con- 

gruence 

/'  +  ' 
•iP  UpjrX  ^^  I  -h  5    -  (  mod  p). 

Mais,  puisque  5  est  non-résidu  quadratique  de  tout  nombre 
impair  de   la   forme   5nrh:>,,    le   second    membre   tle    la    con- 
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gruence    est    un    multiple    de  /?,    en   vertu    du    théorème    de 
Fermât  qui  donne  la  relation 

5/'-'— rsso         (mod/?) 
qu'on  peut  écrire 

1^5   -^    — ij  1.5   ^    -hij^o         (modyc»). 

»  Il  en  résulte  que  9^PUp^i,  et  par  suite  Up^\,  est  divisible 
paryj);  c'est  la  première  partie  du  théorème  qu'il  s'agissait  de 
démontrer. 

»  2°  Désignons  maintenant  par  p  un  nombre  premier  de  la 
forme  loq  dz  i  ;  on  a  alors 


p-i 


■ir-'^U,,-^=    Cy;_l,l-H    5C/;_1,3-|-.    .    .  -+" 


»   Mais  si  nous  remarquons  que,  pour  le  module  premier/?, 


on  a  généralement 


(lo) 

il  en  résulte 

et,  par  suite, 


G/;-l,2,'J-|-l  =^  I 


3^  +  .  .  .-+-  D 


(  mod/?), 

5   '-^    J         (mod/?), 


(mod  p). 


»  Mais,  puisque  :>  est  résidu  quadratique  de  tous  les  nombres 
premiers  qui  sont  résidus  quadratiques  de  5,  le  second  membre 
de  la  congruence  est  divisible  par  y;,  il  en  est  donc  de  même 
de  Uj)-i  ....  » 

(Cf.  121  à  123,  Dlsqais.  A/it/i.  de  Gauss.) 

«  ...  TiiÉoRÈMK  GÉNÉRAL.  —  Loj^sque,  daiis  la  série  de 
Lamé.,  le  terme  de  rang  p  H-  i  est  divisible  par  p,  sans 
qiC aucun  des  termes  dont  le  rang  est  un  diviseur  de  p-^i 
le  soit,  le  nombre  p  est  un  nombre  pre/nier^  et  Von  a 

p  =  loq  ±  3; 

de  /nême,    lorsque  le   terme   de  rang  p—i    est   divisible 
par  p^  sans  qu'aucun  des  termes  dont  le  rang  est  un  divi- 
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seur  de  p  —  i  le  soit,  le  nombre  p  est  un  nombre  premie3\ 

et  Von  a 

p  =  \oq  ±1  . .  ..  )) 
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J'ajoute  que  Ed.  Lucas  a  donné  le  tableau  des  60  premiers 
termes  de  la  série  de  Fibonacci,  avec  leuis  facteurs  pioprcs 
et  impropres. 

Addition,  par  AI.  U.  Bho;ari). 

De|)uis  la  publication  susmentionnée  de  1877,  on  a  obtenu 
la  preuve  autlicnti(jue  du  décès  d'Albert  Girard,  non  en  i633, 
mais  dans  les  premiers  jours  de  décembre  i632  (\o'\v  Interm. 
des  Math.,  189),  p.  it)3,  ré  p.  31  ^). 

Il  est  juste  aussi  de  rappeler  que  dans  le  pr(isent  journal 
(i8j3,  p.  i()">)  Terquem  a,  le  premier,  signalé  que  le  titre  de 
siamélois  d'Albert  Girard  vitulait  dire  nalil  de  Sainl-Mihiel 
(clief-licu  de  canton  de  la  Meuse). 
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Qlli:STI01\S. 


2290.  Si  d'un  point  P  d'une  stiophoïde  dont  les  tangentes 
au  point  double  sont  0./;  et  Oy,  on  mène  à  la  courbe  deux 
tangentes  PAG,  PBD,  A  et  B  étant  sur  O.r,  G  et  D  sur  Oy, 
on  a 

(ïïâ-^)((Jc-(Jd)  =  '^°"^'- 

R.   BOL'VAIST. 

2291.  Soient  O  le  point  double  d'une  cubique  nodale,  O.r  et 
Oy  les  tangentes  en  ce  point,  M  un  point  de  la  courbe,  Tji  la 
tangente  en  ce  point;  Tm  rencontre  la  courbe  en  Mj,  soit  Tm, 
la  tangente  en  ce  point,  la  conjuguée  barmonique  de  Tm,  par 
rapport  à  OMi,  Tm  rencontre  Or  et  Oy  en  A  et  B,  la  conique 
passant  |)ar  OAB  et  tangente  en  M  à  la  cubique  a,  avec  celle-ci 
en  M,  un  contact  du  troisième  ordre.  R.  Bouvaist. 

2292.  Soit  H3  une  bypocycloïde  à  trois  rcbroussemenls 
tangente  à  dew*.. droites  rectangulaires  OA  et  OB  en  A  et  B, 
l'hyperbole  équilatèie  qui  touche  AB  et  admet  pour  asymp- 
totes OA  et  OB  a,  en  dehors  des  côtés  du  triangle  OAB,  trois 
tangentes  communes  avec  H3  ;  montrer  que  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  formé  par  ces  trois  tangentes  est  le  point  O. 

R.  Bouvaist. 

2293.  L'équation 


1 


n  —  l 


o 


OÙ  q  réel  est  inférieur  à  0,^56  et  les  quantités  c  et  6,  quels 
que  soient  les  indices,  sont  comprises  entre  — i  et  -i-i,  a 
toutes  ses  racines  réelles.  A.  Pj:llet. 


(  369) 


[Alb] 


SUR  DES  IDENTITES  REMARQUARLES  ; 

Par  m.  Mathieu  WEILL. 


Soit 
d'où 

Considérons 


ab  ^^'k,         a  -f-  6  =  (Ji, 

a'  =  [xa  —  X, 
b*z=  ab  —  l. 


P  =  (a;  -h  ay  -{-  bz)  (.r  -t-  by  -h  az) 

=  a:' -h  \y^ -h  X ^2 -h  [ixy  -{-  ]xxz  -\-  {\i'^  ~  iX )yz, 

Q  —  (x  -h  ay  -h  bz)  (x' •+-  ay' -\-  bz') 

=  xx' -h  a'^yy' -^  b^zz' -^  a(xy'-+-yx')  -h  b{zx' -\-  xz') 
-\-\{yz'-\-  zy') 

ou 

Q  =  XH-aY-4-6Z, 
en  posant 

X  =  xx'  —  'kyy'  —\zz'  '\-\{  yz'  H-  zy'  ), 

Z  =s  yizz'  -\-  zx'-i-  xz' . 

Soit 

R  r=  (  ar  -h  a  y  -\-  bz)  (x  -]-  by  -^  az) 

X  (x'-h  ay'-\-  bz')  {x' -\-  by' -h  az'). 

On  aura,  d'après  ce  qui  précède, 

\\  =  (X-haY-h6Z)(X-h6Y-hrtZ) 
=  X2-hXY2-h  XZ«+  fjiXY  -f-  |jiXZ  -+-  (  jji2—  2X)YZ. 

R  n'est  autre  que  le  produit  des  deux  formes  : 

a?»  -H  ly^  -+-  X  ^2  -h  [xxy  h-  ^xxz  -h  (  fx^  —  2  X  )yz, 

x'^-^Xy'^-h -^(^i—.2_\)yz'. 

Ann.  de  Afathémat.,  4*  série,  t.  XVI.  (Septembre  1916.)       ^-5 


(  370  ) 
Donc  nous  avons  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  produit  des  deux  formes 

x^  H-  A^2  -h  X^*-+-. .  .-4-  ([Jt* —  i'\)yz, 
x"^  -f-  Xy 2_|. _^_  (  jjt2 _  2 X )y ^' 

est  une  forme  de  même  espèce^  et  cela  de  plusieurs 
manières^  car  on  peut  permuter  y  avec  z,  ce  qui 
change  X,  Y,  Z;  ou  y'  avec  z'. 

En  donnant  à  1  et  à  |jl  des  valeurs  particulières,  on 
obtient  un  grand  nombre  d'identités. 

Faisons,  par  exemple,  A  =  i ,   |jl  =  —  i  ;  il  vient 

(x^-hy^-hz'^—xf  —  xz — yz)(x"^-]-y'^-^z"^ — x'y'—x'z'—yz') 
=  X2h-Y2+Z2— XY  — XZ  — YZ, 


avec 

X  =  ccx'  —  yy' —  zz'  -h  yz'  -+-  zy', 

Y  =  —  JKy-+-  xy'-hyx', 
Z  =  —  zz'  H-  zx'  -+■  xz' . 

En  permutant  x  avecj^  ou  avec  z^  ou  x  avecy'^  .. 
on  obtient  diverses  valeurs  pour  le  système  X,  Y,  Z 
En  particulier,  si  l'on  fait 

X  =  x\ 

z^z', 


il  vient 


avec 


{x""' ->r  y^ ^  z^  —  xy  —  xz  —  yz  Y- 
=  X2 -f-  Y2 -+-  Z2—  XY  —  xz  —  YZ, 

^  —  x^—{y  —  zY, 
Y  =  'ixy  —  y^, 

Z  =  2XZ  —  Z^. 


(  37-  ) 
On  aura  aussi,  évidemment^ 

Yi  =  2.yx  —  x^, 
Zi=  lyz  —  z^; 

\.2=z^—{x-y)\ 

¥2=  1ZX  —  37^, 

ce  qui  donne  trois  formes  distinctes. 

Dans  le  cas  particulier  des  deux  formes 

x^  -\- y^  -^  z^  —  X  y  —  X  z  — yz, 
x"^-^y'^-{-z"^  —  x'y'—x'z'  —  y'z, 

on  peut  obtenir  des  résultats  différents  en  partant  de 

l'identité 

oc^ -\- y^ -\-  z"^  —  ^y  —  ^-3  —  y^ 

=  (a?  -H  ay  -\- 1^ z)  {x  -h  v.^y  -\-  ocz), 

OL  et  7.2  désignant  les  racines  cubiques  imaginaires  de 
l'unité. 
On  a 

{x  -^%y  -{-  a}z){x' -^  ^y -^  ct.^z')  =  X  -4-  aY  -h  a*Z,   . 

avec 

X  =  xx'  ->ryz'  -\-  zy\ 

Y  =  zz'  H-  xy'  -+■  yx\ 
Z  =  yy  -h  xz'  H-  zx' . 
Le  produit 

P  =  (^  -+-  ajK  -+-  a^^  )  ( a?  -+-  n."^ y  -t-  a^  ) 

s'écrira  donc 

(XH-aY-+-a«Z)(X-f-a»Y-HaZ) 
=  Xî-f- YÎ4-Z2—  \V  —  XZ  — YZ. 


(3:2  ) 

C'est  une  nouvelle  forme  du  produit 

En  particulier,  si  l'on  prend 

x  =  x\        y=zy,        z  =  z', 
on  aura 

{x^-{-y-\-  z^  —  xy  —  xz  — yzy 

=  (x^-h  'iyzy-\-{y-h^xz)'^-\-  {z^-h  ixyy 
—  (x^-^  lyz)  (^*-+-  i-xz)  — . . .. 

Reprenant  la  formule  générale,  faisons 

ji  =  I,        z  =  o,        ^'=  o; 
il  vient 

avec 

X  =  xx'  —\yy\ 

Y  =  yy'  -^  xy  -^  yx' , 

et,  en  faisant  ).  =  i , 

(^a  ^y-L^xy)  (a:'2^y«-h  a?y)  =  X«  -4-  ¥«  -h  XY, 

avec 

y^  =z  xx' — yy\ 

"^  =  yy' -^  xy' -^  yx' . 

Permutant  x  avec  y^  on  aura  un  nouveau  système 

\^z=zyx'—xy\ 
Yiz=xy-i-yy-hxx', 

et  ainsi  de  suile.  On  voit  que  l'identité  générale  que 
nous  avons  établie  conduit  à  un  très  grand  nombre 
d'identités  nouvelles,  qui  peuvent  avoir  leur  intérêt  en 
Algèbre  et  dans  la  Théorie  des  nombres. 


1 


(  373) 
Considérons  l'expression 

K  =  «3  4_  63  ^_  c3  _  3  abc 

=  (a-+-6-+-c)(a-+-6a4-ca»)(a4-ôa'-f-ca)y 

et  l'expression 

L  =  a'»-h<^'3-f-c'3— 3a'6'c' 

=  (a' 4-  6'h-  c')  (a'+  6'a  +  c'a*)  (a'-+-  6'a«-f-  c'a). 

Le  produit  KL  s'écrira 

(A-4-B-t-G)(A-hBa-f-Ga2)(A-hBa«-f.Ga) 

avec 

A  =  aa'  -\~  bb'  -¥  cc\ 

B  =  a6'-4-  6c' -h  ca\ 

G  =  ac'  H-  èa'-h  ce'. 

Pour  le  voir,  il  suffît  de  faire,  séparément,  les  produits 

de 

a-\-b-\-c         par         a'H-6'-+-c', 

de 

a-+-6a-4-ca*         par         a' -4- 6' a* -t- c'a, 

et  de 

aH-6a'-i-ca         par         a' -f- 6' a -h  c'a*. 

On  voit  donc  que  le  produit  des  deux  formes 

a'  -4-  6'  -+-  c'  —  3a6c, 
a'3-4-è'3-Hc'3— 3a'6'c', 

est  une  forme  de  même  espèce.  On  arrive  d'ailleurs  à 
ce  résultat,  immédiatement,  en  faisant  le  produit  des 
déterminants  : 


abc 
b  c  a 
c     a     b 

a'  b'  c' 
c      a 

c'     a'     b' 


=  3  abc  —  a^  —  6'  —  c', 


=  3a'6'c'— a'3-6'3-c'3. 


(  374  ) 
Leur  produit  est  le  déterminant 

A»+B3-i-G3- 3ABG, 


A     B 

G 

B     G 

A 

G     A 

B 

puis 
puis 


A,  B,  G^  ayant  les  valeurs  indiquées  plus  haut. 
Décomposons  la  forme 

a3  -f-  63-4-  c3  —  3abc, 

et  faisons  le  produit 

(a-h6  +  c)(aH-èa  +  ca2), 

(aH-6  +  c)(a+6a*-hca), 
'(a-+-6a-!-ca2)(a-i-6a*-f-ca). 

Le  premier  produit  est  égal  à 

a* — bc  -f-a(62—  ac)  ■+-  a*(c2—  ab)  ; 

le  second  est  égal  à 

a'i—bc-h  a2(62—  <2c)-4-a(c2—  ab)  ; 

le  troisième  est  égal  à 

a^  —  bc -i- b'^  —  ac -h  c^  —  ab. 

On  a  donc  l'identité 

(«3-1-  63+  c3  — 3aèc)2  =  A3-i-  B3+  G3—  3  ABG, 


avec 


A  =  «2  —  bc, 
B  =  62  -  ac, 
G  =  c^—ab. 


La  première  méthode  ne  donne  pas  celte  identité. 


(375) 
Considérons,  enfin,  le  déteiininant 


A  = 


a 

h 

c 

d 

h 

c 

d 

a 

c 

d 

a 

b 

d 

a 

b 

c 

Soit 


=   (62—  rf2)2—  («2—  c2)2 

H-46c?(a2-i-c2) 

—  4«C(62+<^2). 


a'  b'  c'  d' 

b'  c'  d'  a' 

c'  d'  ..  .. 

d'  a'  ..  .. 


On  aura 


P  =  A,  Ai  =  - 


1 

2 

3 

4 

2 

3 

4 

1 

3 

4 

I 

2 

4 

I 

2 

3 

en  écrivant,  pour  abréger, 

1  =  aa'-+'  bb'  -+-  ce'  -h  dd', 

2  =  ab'  -+-  bc'  -+-  cd'  -f-  da\ 

3  =  ac'  -h  bd'  -t-  ca'  -h  <i?6', 

4  =  ad'  -\-  ba'  -\-  cb'  -h  c?c'. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 
Théorème.  —  Le  produit  des  deux  formes 

(b^  —  d^. ^  a^  —  c*)  (b"^  —  d^  —  a^ -\-  c^) 
-+-  \( ad  —  bc)(ab  —  crf), 

(6'2_c;'2_Ha'2—  c'2)(6'2_^/'2_a'8+c'2) 

-^  ^{a' d'—  b' c')  (a' b'  —  c' d') 
est  une  forme  de  même  espèce  ^précédée  du  signe  ( — ). 
Considérons,  d'autre  part,  l'équation  binôme 


T* I  =  O, 


(3,6) 
el  soit  a  l'une  des  racines;  le  déterminant 


a 

b 

c 

d 

b 

c 

d 

a 

c 

d 

a 

b 

d 

a 

b 

c 

peut  s'écrire,  en  remarquant  que  si  l'on  pose 


on  a 


a 


c<x 


a-x^ 


— -  =  c  -H  do.  H-  rta^H-  6  a', 


--  =c?-Haa-f-6a2-hca3: 


A  =  A 


-     c 


-.     d 


c 

d 

a 


a 


—.     a 


On  en  conclut,  facilement,  que  A  est  divisible  par  le 
produit  des  quatre  valeurs  obtenues  en  remplaçant 
dans  A,  a,  par  les  quatre  racines  de  x''  —  i  =  o,  c'est- 
à-dire  par  I ,  —  I ,  i  et  —  /.  Or,  le  produit  des  quatre 
polynômes  ainsi  formés  peut  s'écrire 

P  =  (a  -+-  6  -h  c  -t-  rf)  (a  —  6  -h  c  —  rf)  [(a  —  c)'-+-  (6  —  dY\ 

Ce  produit  est  égal  à  —  A. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  produit  des  deux  formes 

P   ={a-\-b+c-\-d){a  —  b-{-c—d)[{a  —  c  )^ -h  {b  —  d  )^'\, 
P,  =  (a'-^b'-hc'-^d')  {a'—b  H-  c'—d')  [{a-c'Y-^{b'-d')^ 


(  377  ) 
est  une  forme  de  même  espèce^ 

R=_[A-+-B-HG-hD][A  — B-+-G  — D] 

X  [(A  — G)2-+-(B-D)2] 


avec 


A  =  rta'  -h  66'  -f-  ce'  -\-  dd\ 

.    B  =  ab'  -h  6c'  -h  cd'  -{-  da\ 

G  =  ac'  -r-  bd  H-  ca!  -t-  db\ 

D  =  ac^'  -h  ba'-\-  cb'  -f-  c?c'. 


Le  résultat  est  général.  Considérons  le  déterminant 


ai      «3 


an     «i 


A  = 

«n      «1       «rt-l 

et  l'équation  binôme 

a7« —  I  =  o, 

dont  les  racines  sont  a,  aa  •••»„;  on  a 

A  =±:  n(at-+-  «ja,  -+-  ajaf  -f- .  .  .-f-  a„a'|'"*  ). 

Si  nous  remplaçons  les  rt,ao...a„  par  6|  62  ...6^,  nous 
aurons  un  autre  déterminant  de  même  espèce 

Al  =  ±  n  (  6,  -+-  6j  a,  -h . . .  +  6„ a'/- M 

et  le   produit  AA,    sera    un  déterminant   de  la  même 
espèce 


avec 


D  =  A,  A,=  n(A,-f- A2ai-h...-4- A„a«-») 

Al  =  ai  61 -h  a,  62-+-..  .-h  anbn, 
Aj=  ai6t-i-  «563-+-. .  ,H-  a,ibx, 


d'où  une  identité  très  générale. 

D'ailleurs,  le  déterminant  A  n'est  autre  que  le  résul- 


(  378  ) 
tant^  à  un  facteur  près,  des  polynômes 


et 


x"^ —  I. 


Le  produit  AA,  est,  d'une  part,   le  produit  des  résul- 
tants des  deux  polynômes 


et 


et,  d'autre  part,  le  résultant  du  produit 

et  de 

œ'^ —  I. 

On  peut,  dans  tout  ce  qui  précède,  supposer  nul  un 
coefficient,  ou  même  en  supposer  plusieurs  nuls.  Gon- 
sidérons_,  par  exemple,  le  déterminant 


A  = 


a 

b 

c 

0 

b 

c 

0 

a 

c 

0 

a 

b 

0 

a 

b 

c 

et  l'équation  binôme 


^/t —  i  =  o, 


oii  a 


A  =—  [a-h  b  -i-c]  [a  —  b-^c]  [a -h  ib  —  c]  [a  —  ib  —  c] 
=  —  [(«-t-c)2-è2]f(a  — c)2+62]. 

Soit 

^,  =  -[{a,-^  c,Y-  b\][(a,-  c,y-^-  b\\. 

Le  produit  AA,   sera  égal  à  R,  et  l'on  aura 

R=:_[A  +  B-i-GH-D][A  — B-hC  — D] 

x[(A-C)'+(B-D)«l, 


avec 


(  379  ) 

A  =  aui-h  bbi-h  cci, 
B  =  abi  -h  bcij 
G  =  aci  -h  cai, 
D  =  bai  ■+-  c^i- 


[D2a] 

NOUVELLE  DEMONSTRATION  D  IN  THÉORÈiVlE  D'ABEL 
SUR  LES  SÉRIES  ; 

Par  m.  J.-B.  POMEY. 


Remarque  préliminaire.  —  Soit,  dans  le  plan,  un 
ensemble  (A)  de  points  Aq,  A,,  A2,  ...,  A^^,  ...  contenus 
dans  un  cercle  C  de  rayon  R  ;  si  je  forme  Fensemble  (B) 
des  points  Bo,B,  ,63,  ...,B,;,  ...  homologues  respective- 
ment des  points  Ao,  A,,  . . .,  A^^,  . . .  dans  une  transfor- 
mation homothélique  opérée  à  partir  d'un  point  P, 
situé  à  l'intérieur  du  cercle  C,  comme  centre  d'homo- 
thétie  et  avec  un  rapport  de  similitude  X  inférieur  à 
l'unité  mais  positif,  la  figure  (B)  est  contenue  dans  un 
cercle  C  de  rayon  R'=  )vR  et  le  cercle  G'  est  contenu 
à  l'intérieur  du  cercle  C;  les  deux  figures  coïncide- 
raient, naturellement,  si  K  était  égal  à  l'unité.  Je  dirai 
pour  abréger  que  j'opère  sur  (A)  la  transforma- 
tion Sx  (A)  et  que  j'obtiens  l'ensemble  (B).  J'écrirai 
alors  S5;(A)  =  (B)." 

Enoncé.  —  Considérons  une  suite  de  vecteurs 
Uq.,U\^  U2-,  ...,  Un.,  ...  en  nombre  infini,  mais  supposons 
que  le  plus  grand  des  vecteurs 


(  38o  ) 

demeure  fini.  Supposons  que  les  nombres  ao,  a^, 
«2,  ...,  a„,  ...  soient  une  infinité  de  nombres  posi- 
tifs, rangés  par  ordre  décroissant  de  façon  que  chacun 
d'eux  soit  tout  au  plus  égal  au  précédent,  mais  tels 
cependant  que,  si  Ton  se  donne  un  nombre  e  aussi 
petit  qu'on  voudra,  on  puisse  prendre  n  assez  grand 
pour  que  tous  les  nombres  à  partir  de  a,,  soient  infé- 
rieurs à  £.  Je  dis  que  la  série 


a^Uo-h  «1  Ml 


anUn 


est  convergente. 

Démonstî^ation.  —  Soient  Boi  B|,  Ba,  . .  . ,  B«,  . . . 
les  extrémités  des  vecteurs  5o,  5^ ,  s^-,  . . .,  5«,  ...  appli- 
qués à  l'origine,  comme  le  seraient  des  forces.  Je  puis 
tracer  un  cercle  G  de  rajon  R  assez  grand  pour  con- 
tenir à  son  intérieur  tous  les  points  (B)  de  cet  en- 
semble, en  même  temps  que  l'origine  que  j'appel- 
lerai Q.  Je  fais  la  transformation  S2^(B)  et  j'obtiens  les 

points  BJ,  Bp  BJ, Le  premier  BJ  est  l'extrémité 

du  vecteur  UqUq  et  le  vecteur  BJ'^_j,  B"  est  égal  à  Uq  Un» 
Ceci  posé,  je  fais  les  opérations  successives  : 


S«(B„B,  .. 

..B„. 

..)^(BSB0B5. 

..Bo.. 

.), 

s!:"(b;b«. 

"o 

..Bo. 

..)-(BlB|B>. 

..BA.. 

•), 

S^(B|Bi. 
«1 

. .  b;  . 

,..)^(B|BiB|. 

..B?,.. 

Bn  — 
n— 


^  (1,1    *^l        "n+\''')       — V*^«*^rt+i  •  -  V» 


Les  points  BJ,  BJ,  B",  . . .  sont  compris  à  l'intérieur 
d'un  cercle  Cq  de  rayon  Ro=  «qR^  les  points  B[,  BJ, 
BJ,  ...  sont  compris  à   l'intérieur  d'un  cercle  (^,   de 


(  38.  ) 

rayon  R,=  — Ro=:a|R;  les  points  63,63,  ...  sont 

compris     à     l'intérieur    d'un     cercle     C2     de     rajon 

R2=  —  R<  =  «2^;  les  points  B",  B"^, ,.. .  sont  com- 

pris  à  l'intérieur  d'un  cercle  C,i  de  rajon  Rrt=a„R. 
Or,  le  cercle  G  enveloppe  le  cercle  Co  qui  enveloppe  le 
cercle  G,  qui  enveloppe  le  cercle  Ga,  ...,  qui  enve- 
loppe le  cercle  C,i  dont  le  rayon  tend  vers  zéro 
quand  n  tend  vers  l'infini.  Donc  les  centres  d'ho- 
mothétie  successifs  Q,  BJ,  B],  B^,  ...,  B",  ...  qui 
sont  compris  respectivement  à  l'intérieur  de  ces 
divers  cercles  successifs  tendent  vers  un  point 
limite  2  bien  déterminé.  Maintenant,  examinons  les 
valeurs  de  QB2,  deQBj,  ...  etdeQB;;.  Tout  d'abord 
Q  BJ  est  un  vecteur  égal  à  «o^oî  ^l  ^[  est  un  vecteur 
égal  à  iioUi,  donc  BJB[  est  un  vecteur  égal  à 

«1 

—   X  «0^*1  =  «I  "i 

«0 

et  QBJ  est,  par  suite,  égal  à 

D'une  façon  générale,  je  dis  que  le  vecteur  Q  BJJ  est- 
égal  à 

aoUo-\-  aiui-^  ...  4-  a„ z/„, 

car  la  même  formule  subsiste  quand  on  change  n 
en  n -\- i .  En  effet,  il  suffit  de  considérer  les  vec- 
leurs  B:B,»,,,  B;.B;„„  BlMl^,,  ...  pour  voir  qu'ils 
sont  égaux  respectivement  à 

<*oW/,4-i,     aiU/i-hii     «j'^/i-t-i,     ••.5 

puis,   quand    nous    prenons    B"  pour  centre  d'Iiomo- 
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thélie,  nous  avons  enfin 

Clfi  Clfi 

ce  qui  établit  la  loi  et  prouve  en  même  temps  que  la 
limite  de  QBJJ  ou  Haniin  est  le  vecteur  bien  déter- 
miné QS. 


[Dlc][S2] 

GËKÉR4IJSATI0^  DU  THÉORÈIIE  DE  ROLLE 
ET  APPLICATIOlX  A  LA  PHYSIOIE  ; 

Par  m.  J.-B.  POMEY. 


i*^  Considérons,  dans  le  plan,  un  champ  de  force 
limité  par  un  contour  simple;  soit  F  la  force;  suppo- 
sons que  Ton  ait  rot.F=o,  que  F  soit  bien  déter- 
minée, finie  et  continue,  et  dirigée, en  tous  les  points  du 
contour,  suivant  la  normale  vers  l'intérieur  du  champ. 
Je  dis  qu'il  y  a  un  point  du  champ  (au  moins)  où  F 
s'annule. 

En  effet,  le  travail  accompli  en  allant  à  l'intérieur  du 
champ  d'un  point  A  à  un  point  B  ne  dépend  pas  de  la 
forme  du  cliemin  parcouru  et  s'annule  si  A  et  B  sont 
tous  deux  sur  le  contour,  qui  est  une  ligne  de  niveau. 
Si  Ton  clïoisit  entre  ces  deux  points  du  contour  un 
chemin  quelconque  dans  le  champ,  le  travail,  partant 
de  la  valeur  zéro,  est  d'abord  positif,  puis  revient  à  la 
valeur  zéro;  il  a  donc  dû  passer  par  un  maximum.  Il  j 
a  ainsi  un  maximum  sur  chaque  segment  d'ordonnée 
intercepté  par  le  contour  et  il  y  a  un  maximum  maxi- 


(  383  ) 

morum  sur  le  lieu  desdits  maxima.  En  ce  point,  le 
travail  est  maximum  ;  on  y  a  donc  F  =  o.  Ce  point  est 
un  centre  d'équilibre. 

On  peut  généraliser  en  admettant  que  la  force  F 
puisse  éprouver  une  discontinuité  finie  sans  change- 
ment de  signe  le  long  d'une  portion  de  ligne  de  niveau. 
Car,  en  traversant  cette  ligne,  le  travail  varie  d'une 
façon  continue,  malgré  la  discontinuité  et  dans  le 
même  sens  que  si  celle-ci  n'existait  pas.  L'existence 
d'un  maximum  maximorum  en  dehors  de  cette  ligne 
de  discontinuité,  qui  pourrait  donner  lieu  à  difficulté, 
continue  donc  à  être  établie. 

2"  Supposons  que  la  force,  restant  soumise  aux 
mêmes  conditions  générales  de  continuité,  satisfasse  à 
la  condition  div.  F  =  o  en  tous  les  points  du  champ 
et  soit  tangente  au  contour  en  tous  ses  points.  On 
obtiendra  des  conclusions  analog^ies  en  envisageant  le 

flux  de  force  à  travers  un  chemin  AB  (au  lieu  du  tra- 
vail). Et  la  même  généralisation  s'applique.  Il  j  a  un 
point  où  F  s'annule.  On  peut  appliquer  ces  considéra- 
tions au  mouvement  d'un  fluide;  le  système  envisagé 
est  cylindrique  et,  si  l'on  fait  abstraction  de  la  troisième 
dimension,  il  s'opère  en  vase  clos.  Ce  qu'on  démontre 
dans  le  premier  cas,  c'est  que,  dans  le  mouvement  irrota- 
tionnel d'un  fluide  comprimé  de  toutes  parts,  il  y  a  au 
moins  un  élément  de  convergence  au  repos  à  l'époque 
considérée,  et  ce  qu'on  démontre  dans  le  second  c'est 
que,  dans  le  mouvement  d'un  liquide  incompressible 
dans  un  vase  à  parois  rigides,  il  y  au  moins  un  élément 
de  tourbillon  au  repos  à  cet  instant.  Il  est  facile  de 
généraliser  dans  l'espace  à  trois  dimensions. 
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[L^17d] 

IllVe  ËXTEIVSIOIV  ÏÏM  THÉORÈME  DE  PORCELET  ; 

Par  m.  F.  GONSETH, 
Assistant  à  l'Ecole  P0I3  technique  fédérale  de  Zurich. 


Ce  théorème,  bien  connu,  s'énonce  ainsi  : 

S'il  existe  un  polygone  inscrit  dans  une  co- 
nique C2,  et  ci/conscrit  à  une  autre  conique  Fj, 
il  existe  une  infinité  de  pareils  polygones  inscrits 
dans  G2  et  circonscrits  à  Fj. 

11  est  susceptible  d'une  extension  dans  l'espace. 

Supposons  qu'une  conique  G2,  d'un  plan  tt,  et  une 
cubique  gauche  G3  soient  rapportées  projectivement; 
soit  M' le  point  de  Cj  correspondant  au  point  M  de  G3. 

Transformons  G3  dans  une  corrélation  focale  arbi- 
traire. A  tout  point  M,  de  G3,  va  correspondre  un 
plan  [JL,  passant  par  M;  l'enveloppe  des  plans  jx  est  une 
seconde  cubique  gauche  F3.  Un  plan  |jl  coupe  G3  en 
deux  points  M,  et  Ma  différents  de  M.  Soient  M', 
M',  et  M!,  les  correspondants  sur  G2.  Joignons  W  à  M', 
etMJj;  les  droites  M'M'^  et  M'M',,  lorsque  M  décrit  la 
cubique  G3,  enveloppent  une  même  conique  Fj.  En 
effet  :  les  seuls  plans  p.  passant  par  M  sont  le  plan  focal 
de  M  et  ceux  de  iM,  et  de  Ma;  ces  plans  ne  contiennent 
que  les  deux  cordes  MM,  et  MM^  de  G3,  passant  par  M; 
l'enveloppe  des  droites  M'Mj  et  M' M!,  est  donc  bien 
une  conique. 

Toute  corrélation  focale  détermine,  comme  on  sait, 
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un  complexe  linéaire  de  droites,  L.  Les  droites  telles 
que  MM,  et  MMo  appartiennent  au  complexe  L  déter- 
miné par  la  corrélation  introduite  plus  haut.  L  est 
d'ailleurs  déterminé  par  cinq  de  ces  droites,  et  la 
conique  T2  par  les  cinq  droites  de  tt  qui  leur  cor- 
respondent. 

Ainsi,  à  tout  système  focal  correspond  une  conique  r2 
et  réciproquement. 

Supposons  maintenant  qu'il  existe  un  polygone  de 
n  côtés  inscrit  à  C2  et  circonscrit  à  Fa»  On  voit  immé- 
diatement qu'en  pareil  cas  il  existe  un  polygone  gauche 
fermé,  de  n  côtés,  dont  les  sommets  sont  sur  C3,  et 
dont  les  plans  (joignant  deux  côtés  consécutifs)  sont 
osculateurs  à  Fj;  et  le  théorème  de  Poncelet  se  trans- 
forme dans  le  suivant  : 

S^il  existe  un  polygone  gauche  dont  les  sommets 
sont  sur  une  cubique  gauche^  C3,  et  dont  les  plans 
{Joignant  deux  cotés  consécutifs)  sont  osculateurs 
à  une  seconde  cubique  gauche  F3,  si  de  plus  C3  et  F3 
sont  réciproques  dans  un  système  focal  arbitraire ^ 
il  existe  une  simple  infinité  de  pareils  polygones 
inscrits  dans  C3  et  circonscrits  à  F3. 


CORRËSPO^DAI^GE. 


Un  abonné.  —  Au  sujet  du  problème  de  Pappus 
généralisé.  —  Maintenant  que  M.  JoflVoy  a  démontré 
(yV.  A.,  H)  16,  p.  i()(S)  que  le  ()r()blcme  de  Pappus 
généralisé    est    résoluble    au    moyen    d'équations    du 

Ann.  de  Matliémat.,  4*  série,  t.  \VI.  (Septembre  1916.)       26 
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second  degré,  il  est  facile  de  fournir  une  explication 
de  ce  fait.  Pour  sa  solution,  M.  JofFroy  emploie  les 
deux  équations 

x^-h  y^ —  2xy  cosw  —  /2  =  o, 

xy  —  a(x-+-y)  =  o. 

La  première  représente  une  conique  ayant  pour 
axes  les  bissectrices  de  l'angle  xOy;  la  seconde  une 
hyperbole  ayant  pour  centre  le  point  P,  pour  asymp- 
totes les  parallèles  à  O^  et  Oy  menées  par  P,  pour 
sommet  le  point  O.  Les  deux  coniques  ont  donc  OP 
pour  axe  de  symétrie  commun  et  l'on  est  par  suite 
assuré  que  la  détermination  de  leurs  points  d'intersec- 
tion dépend  d'équations  du  second  degré. 

Et  en  effet,  si  l'on  substitue  à  x  et  y  les  valeurs 

A  sin h  Y  cos  —  A  sin Y  cos  — 

2                            2                                                2                            2 
X=  : ,  y  =   : y 

sinw  sino) 

ce  qui  revient  à  prendre  pour  nouveaux  axes  de  coor- 
données les  bissectrices  de  l'angle  xOy,  les  équations 
précédentes  deviennent 

X2  Sin- —  (I  —  cosw)  -h  Y^  cos2  —  (I  -h  cosco) =  o, 

2  2    ^  ^2 

A^  sin2 Y  2  cos2 2asiniosm— A  =  o; 

2  2  2 


d'où,  par  élimination  de  11 


X2— 2acos— (i-h  cosco)  X  —  /2  cos2  —  =  o, 


équation  d'où  l'on  déduirait  des  résultats  analogues  à 
ceux  donnés  par  M.  Jottroy  dans  son  article. 

Un  abonné.  —  Au  sujet  de  la  surface  de  \\  eddle. 
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—  Au  sujet  de  la  surface  deWeddle,  on  peut  rappeler 
({ue  Chasles  a  traité  un  problème  plus  général  que  la 
recherche  de  la  surface  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
second  ordre  qui  passent  par  six  points  donnés. 

11  a  examiné  le  cas  [Comptes  rendus,  t.  LU,  1861, 
p.  II 57-1 162)  où  les  cônes  divisent  harmoniquement 
six  ou  sept  segments  donnés.  Dans  le  premier  cas,  le 
lieu  des  sommets  est  une  surface  du  quatrième  ordre; 
dans  le  second,  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre. 

Il  fait  dériver  ces  propositions  du  théorème  général 
suivant  sur  les  figures  homograpliiques  : 

Si  Von  a  quatre  figures  liornographiques  dans 
l 'espace j  le  lieu  d'un  point  par  où  passent  quatre 
plans  homologues  des  quatre  figures  est  une  surface 
du  quatrième  ordre. 

F.  Balitrand.  —  Une  propriété  des  courbes  de 
Ribaucour,  —  Les  courbes  de  Ribaucour  sont  carac- 
térisées, au  point  de  vue  géométrique^  par  la  propriété 
suivante  :  Le  rayon  de  courbure  en  un  point  quel- 
conque est  partagé  dans  un  rapport  constant  par 
Vaxe  des  x. 

Analjtiquement,  cette  propriété  se  traduit  par 
l'équation  différentielle 

/  X  dp        n  ,  „  /  dy  \ 

(,)  _  =  _(,+^.^  (/,=  ^,   „  =  cons..j, 

ou  bien 

dy         y^        ^   ''  i-h/)^  y 


(I  ou 


V(?r 
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On  déduit  de  là 

et  comme  en  vertu  de  (i)  on  a,  p  désignant  le  rayon  de 
courbure. 


P 

= 

n 

on 

obtient 

final 

eiiient 

(2) 

P 

n  c 


Ainsi  :  Le  rayon  de  courbure  en  un  point  quel- 
conque d^une  courbe  de  Ribaucour  est  propor- 
tionnel à  une  puissance  de  Vordonnée  de  ce  point. 

Cette  propriété  peut  remplacer,  parfois  avec  avan- 
tage, la  définition  habituelle  des  lignes  de  Ribaucour; 
car  elle  les  caractérise,  de  même  que  la  suivante  qui 
est  une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  précède. 

La  normale  (partie  comprise  entre  le  point  d'inci- 
dence et  l'axe  des  x)  en  un  point  quelconque  d\ine 
ligne  de  Ribaucour  est  proportionnelle  à  une  puis- 
sance de  V ordonnée  de  ce  point. 

Parmi  les  courbes  célèbres  qui  font  partie  de  la 
classe  des  lignes  de  Ribaucour^  figurent  notamment  la 
cjcloïde,  la  chaînette  et  la  parabole  pour  lesquelles  on 
a  respectivement 

,i=_l,           P-=  y  (cycloïde); 

n  —       j,          ^   =  •"—  (chaînette); 

"'^       V           P'"":^  (parabole). 

DifTérentions  l'équation  (2),  nous  obtenons 
dg  =  -.i—  dy. 
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Mais,  si  St  est  l'arc  de  la  développée,  on  a  c^p  =  dst  et 
si  y,  est  l'ordonnée  du  centre  de  courbure,  on  trouve 
facilement  que 


Par  suite, 
d'où 


y\       i  —  n 


*       (l  — /i)«-+-i     c 


«-(-1 


Les  développées  des  lignes  de  Ribaucour  sont  donc 
caractérisées  par  cette  propriété  que  Varc  est  propor- 
tionnel à  une  puissance  de  V ordonnée .  (  Voir 
E.  Gesàro,  Nouv.  Ann.^  ^9^^?  P*  102.) 

E.-N.  Barisien.  —  Sur  le  problème  de  Pappus.  — 
La  remarquable  solution  de  ce  problème  (1916,  p.  168- 
171)  m'a  suggéré  l'idée  d'étudier  ce  problème  lorsque 
Vangle  X0\  est  droit  et  que  le  point  P  est  en  dehors 
de  la  bissectrice.  En  conservant  les  notations  de  M.  J. 
Joffroj  (/oc.  cit.),  et  posant 

on  a  à  résoudre  les  deux  équations 

(I)  x^-^-y^=l\ 

{1)  xy  =  6  37  H-  ay. 

Algébriquement^  l'élimination  de  y  entre  ces  deux 
équations  donnera  une  équation  du  quatrième  degré 
en  :r,  qui  ne  se  décomposera  en  deux  équations  du 
second  degré  que  si  a  =  />. 

Géométriquement.,  si  Test  le  quatrième  sommet  du 
rectangle  OSTS',  on  déterminera  les  quatre  points  tels 
que  T,  par  l'intersection  du  cercle  (i)avec  l'hyperbole 
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éqiiilatèie  (2),  facile  à  construire.  Son  centre  est  en  P, 
ses  asymptotes  sont  les  droites  PA  et  PA',  et  l'hyper- 
bole passe  par  O.  Avec  ces  données,  on  peut  construire 
cette  hyperbole  par  points  avec  toute  la  précision  pos- 
sible. On  projettera  sur  OX  et  OY  les  quatre  points 
d'intersection  de  (i)  et  (2)  et  l'on  aura  les  quatre 
droites  SS'  de  longueur  /.  Gomme  vérification  gra- 
phique, ces  quatre  droites  doivent  passer  par  P. 

Si  les  droites  OX  et  OY  font  entre  elles  l'angle  (o, 
on  aura  à  résoudre  les  deux  équations 

(3)  372 -h  j2 — ixy  cosui  =  l^, 

(4)  xy—bx-\-ay, 

ou  à  construire  l'intersection  de  l'ellipse  (3)  avec  l'Iiy- 
perbole  équilatère  (4)- 

E.-N.  Barisien.  —  Sur  des  décompositions  de  cer- 
tains nombres  en  sommes  de  carrés.  — ■  On  sait,  par 
les  identités  de  Lagrange,  décomposer  tout  nombre  N 
de  la  forme 

en  somme  de  deux  carrés  (de  douze  façons)  et  en 
somme  de  quatre  carrés  (de  six  façons),  ainsi  qu'en 
une  somme  de  huit  carrés. 

j°  Voici  deux  décompositions  de  IN  en  somme  de 
trois  carrés 

2^  On  a  de  même  pour  le  nombre  L\' 

(2)     N'=  [ab(c'-zfd^)]^-}-[cd(a^ztb^)]^-^(a^d^-{-bic^)K 
3°  Il  résulte  de  là  en  faisant  le  produit  des  formules  (i) 
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et  (a)  que  si  N"=:  NN',  tout  nombre  W  de  la  forme 

N"=  (a2_H  62)2(c2+  C?2)2(a«c2-f-  62é/2)  (a2rf2+  62c2) 

est  de  quatre  façons  différentes  une  somme  de  neuf 
carrés . 

Dans  deux  de  ces  décompositions^  deux  des  neuf 
carrés  sont  des  bicarrés. 

Je  signale  cette  curieuse  décomposition  du  nombre  N" 
qui  est  peut-être  inédite.  En  tout  cas,  sa  démonstration 
directe  semble  devoir  être  assez  ardue  si  l'on  ne  connaît 
pas  les  formules  (i)  et  (2). 


AIVCIEmS  QUESTIONS  M^  RÉSOLUES. 


Questions  de  Cesàro. 

1402  (1882,  240).  —  La  somme  des  ^'«mes  puissances  des  divi- 
seurs de  n  est  égale,  en  moyenne,  à 


'iP-^i        iP-^^ 


1403  (1882,  240).  —  a,  b,  c,  ...  étant  les  diviseurs  de  /i, 
on  a,  en  moyenne, 

P  P  P  .11  I 

. .  .  =  I  -h  - 


a-i-p        b -h  p        c -\- p  2        3  p 

1433  (1883,  144  )  (M.  —  1"  Il  n'y  a  que  dix-huit  espèces  de 

(')  Cette  question  ne  figurait  pas  dans  les  listes  des  questions 
non  résolues  publiées  récemment.  Mais  comme  nous  n'avons  pa, 
malgré  nos  reclierches,  retrouver  aucune  trace  d'une  solution 
publiée,  il  nous  a  semblé  opportun  d'en  reproduire    ici  l'énoncé. 
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polyèdres  aux  sommets  desquels  les  faces  de  même  ordre 
concourent  en  même  nombre. 

2°  Il  n'y  a  que  dix-huit  espèces  de  polyèdres,  dont  chaque 
face  contient  les  sommets  de  même  ordre  en  même  nombre. 

3*  Ces  polyèdres  sont  les  seuls  susceptibles  de  devenir 
réguliers  ou  semi-réguliers. 

1438  (1883,  289).  —  La  différence  entre  le  nombre  des  divi- 
seurs impairs  et  le  nombre  des  diviseurs  pairs  d'un  nombre 
entier  est  égale,  en  moyenne,  à  li, 

1439  (1883,  239).  —  Le  nombre  des  diviseurs  de  n  est  égal, 
en  moyenne,  à  ///. 

1440  (1883,  239).  —  La  somme  des  inverses  des  ^'«"'"  puis- 
sances des  diviseurs  de  n  est  égale,  en  moyenne,  à 

1  I 

I  H 1 h  .  .  . . 


1441  (1883,  239).  —  Soient  a,  b,  c,  ...  les  diviseurs  de  n. 

La  somme 

abc 

pa         pb         pc 


est  égale,  en  moyenne,  a  


1442  (1883,  239).  —  /('î)  étant  la  somme  des  restes  du 
nombre  entier  n,  divisé  par  tous  les  nombres  entiers  qui  le 
précèdent,  on  a 

,.     /(n)  712 

lim  =1 • 

n^  12 


1443  (1883,  240).  —  La  somme   des  ^'^•""  puissances  des 
diviseurs  de  n  est  égale,  en  moyenne,  à  an/'.  La  constante  a 

est  comprise  entre  -  et hi.  Déterminer  sa  valeur. 

P      P 
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1444(1883,  24o).  —  On  a 

/(0-/(3)-4-/(5)-...d=/(2n-i) 

=  =h  -/(s  -H  2/i)  -+-  const., 

/(2)-/(4)-+-/(6)-...±/(2n) 

—  ±  -/(£-+-2nH-i)H-  const., 

pourvu  qu'on  remplace  les  puissances  de  e  par  les  nombres 
d'Eulcr  correspondants,  définis  par  la  relation  symbolique 

(£-+-!)/'+(£— 1)/^  =  G  (/>=I,   2,   3,    ...)• 

1445  (1883,  -240).  —  1"  La  somme  des  produits  m  a  m  des 
n  premiers  nombres  naturels  est  divisible  par  tous  les  nombres 
premiers  compris  entre  m  -t-  i  et  n  h-  1.  et  supérieurs  an  —  m  ; 

2"  La  même  somme,  diminuée  de  1.2. 3...,  m,  est  divi- 
sible par  n  —  m,  si  ce  nombre  est  premier. 

1446  (1883,  240).  —  Les  nombres  de  Bernoulli  et  d'Euler, 
définis  symboliquement  par  les  relations 

(B-t-i)P— 6/»=  o, 

(£-M)/^ -+-(£  —  1)^  =  0, 

satisfont  aux  relations  symboliques 

(2B-h   l)/'  =  (2  — 2P)Bp, 

(4B-t-  i)p  =  {i  —  2P)Bj,  —  pip-t, 
(4B  -i-3)/»  =  (2  —'iP)B,,-hptj,-i. 

1447  (1883,  287).  --  Soient  «i,  «2,  03,  ...,  a„  des  valeurs 
positives  de  a:,,  arj,  X3,  ...,  Xn  satisfaisant  à  l'équation  de 
coefficients  positifs 

Al  a?i  H-  Aj  372  -h  A3  ara  -h . . .  -f-  A  „  a:,»  =  i . 

La  probabilité  que  ai,  a2,  as,  ...,0^  soient  respectivement 
supérieurs  à  ai,  «2,  2J3,  .  .  .,  a„  est  exprimée  par  la  (n  —  lye^e 
puissance  de 

1  —  (A,ai-|-  AjajH-  Aaïa-h.  . .-+-  A„a„). 
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i486  (1884,  i6o).  —  La  probabilité  que  la  conique  déter- 
minée par  cinq  points,  pris  au  liasard  dans  un  plan,  soit  une 
ellipse,  est  infiniment  petite. 

15H  (1884,  49^)'  —  Oi  donne  au  hasard,  dans  un  plan, 
quatre  points,  et  l'on  en  prend  un  comme  centre  d'une  conique 
passant  par  les  trois  autres.  Démontrer  que  cette  conique  est, 
avec  autant  de  probabilité,  une  ellipse  ou  une  hyperbole. 

1322  (1885,  ^6).  —  Le  déterminant  de  {n  — 1)2  éléments, 
dont  l'élément  général  Uij  est  égal  au  nombre  des  diviseurs 
communs  de  î -l- i ,  y -4- 1 ,  représente  la  totalité  des  entiers, 
non  supérieurs  à  n,  dépourvus  de  diviseurs  carrés^  autres 
que  l'unité. 

1323  (1885,  104 ).  —  Soit  [/(^)]î>  l'expression  de  l'aire 
comprise  entre  un  arc  de  courbe,  l'axe  des  abscisses  et  les 
ordonnées  extrêmes.  A  l'arc  de  courbe  on  inscrit  une  ligne 
polygonale,  dont  tous  les  côtés  ont,  sur  l'axe  des  abscisses, 
des  projections  égales  à  e.  L'expression  de  l'aire  comprise 
entre  cette  ligne,  l'axe  des  abscisses  et  les  ordonnées  extrêmes 
est 

i[/(:r  +  B£)+/(a:-B£)];î:^, 

pourvu  qu'on  remplace  les  puissances  de  B  par  les  nombres 
de  Bernoulli  correspondants. 

1629  (1892,  14*).  —  Soit  B  le  centre  de  la  sphère  oscula- 
trice,  en  A,  à  la  ligne  (A).  Soit  G  le  centre  de  la  sphère  oscu- 
latrice,  en  B,  à  la  ligne  (B).  Démontrer  que  AG  engendre  une 
surface  développable,  et  chercher  les  lignes  pour  lesquelles  AG 
pivote  autour  d'un  point  fixe. 

1631  (1892,  14*).  —  Chercher  les  courbes  telles  que  les 
plans  polaires  de  leurs  points,  par  rapport  à  une  sphère 
donnée,  passent  par  les  centres  des  sphères  osculatrices  cor- 
respondantes. 

Note    de    la    Rédaction.    —    Beaucoup    des   énoncés   qui 
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précèdent  semblent  se  rattacher  aux  travaux  publiés  par 
l'auteur  dans  les  iWemoiVe^  de  la  Société  royale  des  Sciences 
de  Liège  sous  le  titre  «  Sur  diverses  questions  d'arithmé- 
tique ».  Son  livre  «  Excursions  arithmétiques  à  l'infini  »  traite 
aussi  de  sujets  analogues.  Il  est  profondément  à  regretter  que 
l'auteur  n'ait  pas  accompagné  l'envoi  de  ses  questions  de 
solutions,  au  moins  indiquées.  Il  faut  souhaiter  que  cette  leçon 
du  passé  soit  profitable  à  l'avenir,  et  qu'on  ne  laisse  pas 
transformer  en  rébus  indéchiffrables  des  questions  qui 
auraient  pu  constituer  d'utiles  problèmes  instructif?. 


SOLUTIONS  DE  OllESTIONS  PROPOSÉES. 


1364. 

(  1881,  p.  38o  et  528.) 

i"  Les  équations  réciproques  telles  que.  en  posant  x=^it., 
leurs  transformées  soient  également  réciproques^  peuvent 
se  mettre  sous  la  forme 

F  désignant  une  fonction  entière  et  homogène  de  (a?  -+-  i)* 
et  {x  —  i)'*. 

On  suppose  que  l'équation  proposée  n'admet  pas  pour 
racine  -+- 1  ow  —  i. 

2*  Les  équations  réciproques  telles  que^  en  posant 

I 

X  -\ =  t, 

X 

leurs  transformées  soient  également  réciproques ,  peuvent 
se  mettre  sous  la  forme 

(^2_^  X  -f-  i)"  (.r2 — X  -hi)"' 

X  F[(a:2-+-a:-f-  i)2,  {x'^  —  x-\-\Y]=^o, 

F  désignant  une  fonction  entière  et  homogène  des  quan- 
tités (3724-37-1-1)2,  {x"^  —  X  ^  \y .  Pellet. 
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Solution 
Par  l'auteur. 


Cette  question,  insérée  au  Tome  XX  de  la  2*  série,  p.  38o, 
a  été  rectifiée  dans  son  énoncé,  page  59,8,  même  Tome. 

F(a7)  =  o  étant  une  équation  réciproque,  n'ayant  pas  de 
racine    égale    à    -i- 1    ou    à   — i,  si  l'on  effectue  la   transfor- 


m 


d 


ation  37=  — —^    l'équalion   en  y    est   paire,   puisque   le 


changement  àt  y  en  — y^  transforme  rr  en  -  •  Cette  remarque 


X 


donne  immédiatement  la  solution  de  la  question. 


Si  en  posant  x 


X 


it,  l'équation  en  t  est  réciproque,  la 


transformée  par  la  substitution  t  =  —  est  paire,  Fj  {y"^)  =  o  ; 

remplaçant^  par  sa  valeur 


/  — 1 


x^-{-i  —  2x     (x  —  iy 


t  -\-  l  iC^ -1-1-4-237  (x-hl)^ 

et  multipliant  par  une  puissance  convenable  de   (37-1-1)*,  on 
voit  que  F  (37)  doit  être  une  fonction  homogène  de  (37  h- i)* 

et  (37  — i)*. 

Si,  en  posant  x-i-  —  =  t,  l'équation   en   /   est   réciproque, 

Ou 

alors 


t  —  i 

t  -{- 1 


372-1-1  —  37 

3:2-1-1-1-3;' 


et  l'équation  F  (37)  =  o  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(372 -f-  37  -i-  i)«  (372  —  37  -+-  i)«' 

X  Fi  [(372-1-37  -1-1)2,   (x2  — 37-1-1)2]  =  O, 

Fi  désignant  une  fonction  entière  et  homogène  de 

(372-1-374-1)2     et    (372  — 37  H- 1)2. 
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1871  (1). 

(1900,  p.  432.) 

Etant  donnés,  dans  un  plan,  un  cercle  C^  ayant  le 
centre  O  et  un  cercle-point  non  situé  sur  G',  prenons  sur 
le  rayon  qui  unit  O  avec  le  point  variable  P  de  C"^,  le  con- 
jugué harmonique  de  P  par  rapport  au  cercle-point  ;  le 
lieu  de  P'  est  une  courbe  de  Jérabek  ;  construire  la  tangente 
au  point  P',  les  tangentes  au  point  double,  les  tangentes 
doubles,  Vintersection  de  la  courbe  avec  une  droite. 

V.  Rktali. 

Solution 

Par  UN  Abonné  {-). 

Soit  A  le  cercle-point  ;  c'est-à-dire  l'ensemble  des  deux 
droites  isotropes  issues  de  A.  Les  droites  AP  et  AP'  étant 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  isotropes 
sont  rectangulaires;  donc  le  lieu  de  P'  est-  défini  de  la  façon 
suivante  :  soient  P  un  point  d'une  circonférence  G-  de  centre  0  ; 
A  un  point  fixe  de  son  plan  ;  AP'  une  perpendiculaire  à  la 
droite  AP  et  P'  le  point  d'intersection  de  AP'  et  OP  ;  trouver 
le  lieu  de  P'.  Ge  lieu  est  une  courbe  de  Jérabek  {voir  Gomks 
Teixiîiha,  Courbes  spéciales  remarquables,  t.  I,  p.  3  17). 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  ayant  pour  origine  le 
point  0  ;  l'axe  des  x  passant  en  A.  Désignons  OA  par  h  et 
soient  x,  y  les  coordonnées  de  P  ;  X,  Y  celles  de  F^'.  Les  équa- 
tions des  droites  OP  et  AP'  sont  : 

(0  '      \y  —  \x  =  o, 

(•2)  X{h  —  x)—\y  —  h{li  —  x)=a. 


(')  Numérotée  1859  par  erreur. 

(')  Les  solutions  aux  questions  1871,  1872  nous  avaient  été 
adressées  simultanément.  Les  nécessités  de  la  mise  en  pages  ont 
conduit  à  publier  d'abord  1872  (p.  335-336).  L'auteur  renvoie,  vers 
la  (in,  à  la  solution  1871,  qu'il  supposait  devoir  être  publiée  précé- 
demment. Il  nous  suffit  d'attirer  sur  ce  point  l'attention  du 
lecteur.  La  Ukdaction. 
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On  en  déduit 


hx{x  —  h)  hy{x—h) 


Les  équations  (i)  et  (2)  étant  symétriques  en  a;,  X,  j',  Y,  on 
a  de  même 

,    ,                     hX(X~h)  h\{X-h) 

(4)  ^  -  V.  ,    V. Tv'  J'^  = 


X2+Y2— /iX  -^        X-^4-Y2-/iX 

Telles  sont  les  formules  qui  lient  les  coordonnées  des  points 

correspondants  P  et   P'.  Si  le  point  P   décrit  le  cercle  qui  a 

pour  équation 

^2  _i_  jj/2  —  a^z=  o, 

le  point  P'  décrit  la  courbe 

(5)  À2(X24-  Y2)  (X  -  hf—  a2(X24-  Y2—  /iX)^  =  o. 

iPour  construire  la  tangente  au  point  P'  à  cette  courbe,  il 
suffit  d'appliquer  le  théorème  de  Frégierà  l'angle  droit  PAP', 
mobile  autour  de  son  sommet  A  ;  en  observant  que  le  point 
de  Frégier  est  le  centre  0  du  cercle  G^.  On  voit  ainsi  qjie  la 
normale  en  A  à  l'axe  Ox,  la  tangente  en  P  au  cercle  G^  et  la 
tangente  en  P'  à  (5)  coupent  les  côtés  opposés  du  triangle  PAP' 
en  trois  points  en  ligne  droite  ;  ce  qui  suffit  à  déterminer 
cette  dernière  tangente. 

Le  point  O  est  un  point  double  de  la  courbe  et  les  tangentes 
en  ce  point  ont  pour  équation 

(a2—  /l2)X2—  /t2Y2=  o. 

Ce  sont  les  droites  qui  joignent  le  centre  O  aux  points 
d'intersection  du  cercle  G^  et  de  la  normale  en  A  à  Ox.  Ges 
droites  sont  donc  réelles  quand  cette  normale  coupe  le 
cercle  G2  ;  c'est-à-dire  quand  le  point  A  est  intérieur  au  cercle. 
Dans  ce  cas  le  point  double  O  est  réel;  dans  le  cas  contraire 
il  est  isolé. 

Pour  trouver  les  tangentes  doubles  de  (5),  prenons  une 
droite  quelconque 

(6)  mX  +  ^Y-i  =  o, 
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et  appliquons-lui  les  formules  (3).  Elle  se  transforme  en  une 
conique  qui  a  pour  équation 

( 7 )  li{x  —  h){ux  ^  vy)  —  ( .r^ H- ^^2  —  A :r )  =  o ; 

tandis  que  (5)  elle-même  se  transforme  dans  le  cercle  C^.  Si 

la  droite  est  bitangente  à  la  courbe,  la  conique  est  bitangente 

à  G2,  Comme  elle  passe  à  l'origine  ainsi  qu'au  point  A  où  elle 

est    normale   à    Oxy   on   est   ramené    au    problème   suivant    : 

«  Construire  une  conique  qui  ait  un  double  contact  avec  un 

cercle  donné,  qui  passe  par  le  centre  O  de  ce  cercle  et  par  le 

point  A,  situé  sur  OiP,  et  admettant  Ox  comme  normale  en 

ce  point.  »  Voici  comment  il  peut  être  résolu. 

L'équation   d'une  conique  ayant  un  double  contact  avec  la 

circonférence 

^2_4-^2 —  a2  =  o, 

et  passant  par  le  centre  de  cette  courbe,  est 

x^-^  y^  —  a2  -h  (  a  o^  -+-  p^  —  a  )2  =  o. 

Faisons-y  x  =■  h  t\.  exprimons  que  l'équation  en  ^  a  deux 
racines  nulles,  nous  obtenons 

[â(a/i — a)  =  o,         /i2(i-+.a2)  —  ia%h=zo. 

La  condition  ah  —  a  =  o  conduit  à  h  =  zh  a  et  doit  être 
rejetée.  Il  reste  donc  les  conditions 

^  =  o,  a= 

On  voit  ainsi  que  la  corde  de  contact  est  parallèle  à  Oy  et 
passe  par  le  point  d'abscisse 

ah 


x  = 


rt  ±  v/a2  —  /i2  ' 


ce  qui  suffit  à  la  déterminer. 

La  courbe  (5)  étant  du  quatrième  degré,  la  construction 
des  points  où  elle  rencontre  une  droite  arbitraire  de  son  plan 
est  impossible  avec  la  règle  et  le  con)pas.  On  peut  ramener 
cette  construction  à  celle  des  points  communs  à  une  conique 
et  au  cercle  G'  ;  mais  il  faut  bien  remarquer  que  c'est  remplacer 
un  problètrte  insoluble  par  un  autre  qui  ne  l'est  pas  moins. 
Toutefois,   comme    c'est  probablement  la   solution   envisagée 
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par  l'auteur  de  la  queslion,  nous  allons  l'exposer  rapidement. 
La    droite   (6)    se    transforme  par   les    formules  (3)   en   la 
conique  (7).  Celle-ci  passe  en  A  où  elle  est  normale  à  0^7;  à 
l'origine  où  elle  a  pour  tangente  la  droite 

(  I  —  Jiu)x  —  hvy  =  o  ; 

c'est-à-dire  la  droite  qui  va  de  l'origine  au  point  de  rencontre 
de  la  droite  donnée  avec  la  normale  en  A  à  Ox.  Enfin  la 
conique  passe  par  le  point  d'intersection  du  cercle  décrit  sur 
OA  comme  diamètre  avec  la  parallèle  à  la  droite  donnée, 
menée  par  l'origine.  Elle  est  donc  déterminée  et  ses  points 
d'intersection  avec  G^  correspondent  aux  points  de  rencontre 
de  la  droite  avec  (5);  c'est-à-dire  aux  points  cherchés. 


OIIESTIOIVS. 


2294.  Enveloppe  du  plan  d'un  triangle  ABC,  variable,  dont 
les  sommets  décrivent  les  arêtes  d'un  trièdre,  de  façon  que  le 
point  de  contact  du  plan  avec  son  enveloppe  soit  toujours  au 
centre  de  gravité  de  masses  /?ii,  m-2,  rtii  placées  aux  sommets 
A,  B,  G.  A.  Pellet. 

229o.  La  somme  des  carrés,  la  somme  des  cubes,  la  somme 
des  quatrièmes  puissances  des  n  premiers  nombres  impairs  sont 
données  par  les  formules  suivantes  : 

(2/1  —  1)2/1(2/1  +  1) 
^2  =    5 f 

1.2.3. 

83=  Si  X(27l2  —  l), 
5S;  —    S2  X(l2/l2 y); 

pour  n  =  5Arbi,  S4  est  divisible  par  S2.  G.  Fontené. 


ËRRATOI. 


191G,  page  325,  ligne  i5,  au  lieu  de  l'axe,  lire  l'une. 
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[I19a] 

SUR  CERTAINS  SYSTÈ^IES  D'ÉQl  ATIO\S  INDÉTERMINÉES 
DU  SECOND  DEGRÉ  ; 

Paji  m.  r.  goormaghtigh. 


M.  Gérard  in  a   proposé,  dans   V  Intermédiaire  des 
Mathématiciens ,    l'élude    des    systèmes    d'équcitioiis 

indéterminées 

(  y  —  xY  -\-  X  =  A2, 

{x  -\- y  H-  zY±  X  =  A2, 
(a?+,x  4-^)2 ±j>- =  B2, 
(x-hy-^zy±  z  =  G2; 

{x-^y  ^zY—{x-^y)  =  k'^^ 
{x^y  -^  zy-—{y-^  z)  =  B2, 
{x  -hjK  H-  zy—  {x  -^  z)  =z  C2  ; 

{x  -hjK  -+-  ^  -h  ty^—  (x  -+-y  -Jr-  z)  =  A2, 
(x  -h y  ^  z  -h  ty  —  (x  -i~ y  -h  0  =  B2, 
(x  -hy-hz  ^  ty  —  (x-h  z-h  0  =  G2, 
(ar-H7 -t- z -h  0*^— (7 -^  -2+  ^)  =  D2     (1). 

Nous  nous  proposons  d'étudier  ici  rcsdeux  systèmes 
généraux,  que  nous  désignerons  par  1„  et  !!„  : 

(Xi-h  Xi-^.  .  .-hXn-i-hX,iy-h  Xi        —  X,, 
{Xi-^  X.,-^  ...-+-  X,ii-h  X„y -h  Xo        =  Xj, 


(Xi-h  X2-h.  .  .-\-  x,t^i-hx„y-h  X,i..  ,  =  X„.  ,, 
{Xi-i-x.2-h. ..-+-  Xn-t  -^-  Xn  )2  -h  ar„      =  X„ 


(')  Pour  les  énoncés  de  ces  questions,  voir  V Inlevmédiaive  des 
Malhématiciens^  question  4551,  igiS,  p.  193-,  questions  4500  et  15G1, 
i()i5,  p.  197;  question  457G,  igiS,  p.  221;  question  \WM\.  iqiS, 
p.  -l'.b. 

Ann.  de  Matkéinat.,  4'  série,  t.  XVI.  (OcU)l>re  «916.)  27 
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et 


(  a^i  H-  a^a -+- •  •  ■  +  ^n--i-^  ^n)'^—  (^2+  ^3-H-  •  •+  ^«-1+  ^n  )  =  Xi, 
(a?, -h  ^2+-.  .+  a;„-i  +  ^«)^— (^1  +  ^3  +  -  .  .-ha-„-i  +  a7„  )  =  X2, 
• } 

(x,  -f-.r2  4-.  .  .+  ar,i_i  +  :r„)2—  (iTi  +  iCg +  •  •  •  +  ^«-2  +  ^/2-1)  =  X,i, 

qui  admettent  les  précédents  comme  cas  particuliers. 
Nous  indiquerons  une  méthode  qui  permet  de  trouver 
toutes  leurs  solutions  entières  et  dont  on  peut  déduire 
des  formules  très  générales.  En  outre,  au  moyen  de 
cette  méthode,  on  peut  toujours  trouver  des  solutions 
de  ces  systèmes  pour  lesquelles  n  —  i  des  inconnues 
X\^  X21  "'^  Xji  ont  des  signes  donnés  d'avance  (  *  ). 

Étude  du  système  !«. 
1.    Si  J'on  pose 

Xx-\-  X2-^.  .  .^  X,i-\  ->r-  Xn=  t, 

et  si  l'on  ajoute  les  équations  membres  à  membres,  on 
voit  que  la  résolution  du  système  revient  à  celle  de 
l'équation 

(i)  nt'^-^t  =  Xf  -h  X|  -h.  .  .-+-  X«_i  -\-  X2. 

On  a  alors 

(    Xy  =  \\-t\  X^=^\l-t\ 


(2) 


)  y        .—    X2  /2  ^_X2__/2 


(')  Ainsi,  pour  le  système  114,  M.  Gérardin  a  signalé  {Intermé- 
diaire, 1915,  p.  22i)  de  nombreuses  solutions  numériques  pour 
lesquelles  deux  au  plus  des  inconnues  a;,,  ^o,  ^3,  ^4  sont  positives, 
et  a  demandé  si  trois  de  ces  inconnues  peuvent  être  positives.  Il 
résulte  de  la  méthode  que  nous  indiquons  que,  pour  les  deux 
systèmes  étudiés,  n  —  i  des  inconnues  x^,  .r,^,  ...,  x,,  peuvent  être 
positives,  quel  que  soit  n. 


(  4o3  ) 


Posons 


(3)     Xi=t-hpu       ^i  =  t+Pu 


X„_i  =  t  -h  pn- 


1  5 


on  voit  que,  suivant  que  t  sera  posilif  ou  négalif,  les 
inconnues  ^,,  :r2,,  ...,  .^«_t  auront  respectivement  les 
mêmes  signes  que  p\^  pi^  ...,  pn-\  ou  les  signes  con- 
traires. Dans  ce  qui  suit,  nous  désignerons  par  Y^p  et 
S/?-  la  somme  des  nombres/?, ,  /?2?  •••,  Pii\  et  celle  de 
leurs  carrés. 

Si  l'on  porte  les  valeurs  (3)  dans  l'équation  (i),  on 
obtient 

d'où  l'on  déduit 


Or,  le  nombre 


N   =  (2^:/?  —  I)2-+-4V^2 


est  de  la  forme  l\ra -^  \  ^  pour  toutes  les  valeurs  des 
nombres  p.  Soit  donc  N  =  «  .  ^  ;  les  nombres  a  ei  b  sont 
tous  deux  de  la  forme  ^m  —  i  ou  tous  deux  de  la  forme 
4  m -h  1 .  Par  suite,  N  est  la  dilîerence  de  deux  carrés 
dont  le  plus  petit  est  [)air;  ce  sont  les  carrés  de 


î'« 


b\ 


{a-b). 


On  a  donc 


X«  =  -Aa 
4 


t  = 


•?.^  p 


4 


2), 


et,  suivant  qu'on  prend  les  signes  supérieurs  ou   infé- 
rieurs, t  est  posilif  ou  n«''galif. 

Si  l'on  remarque  en  outre  c|ue,   d'après  les  relations 


(  4o4  ) 

(2)  et  (3),  on  a 

^«-1=  'iPn-lt-\-pfi  -i, 

on   déduira   aisément  de    ce    (jui    précède    le    résultat 
suivant  : 

Ayant    choisi    n  —  i     nombres    quelconques    p,, 
P2,  •••5  Pn-\,  on  décompose  le  nombre 

N  =  (2E/>  — i)^-f-4S/>2 

en  un  produit  de  deux  facteurs  aetb\  on  aura  alors 
des  solutions  du  système  \n  en  prenant 

371  =  /D,    '2S/P  +/?i±  -(a  +  ^=p  2)    , 


(4) 


Xn=   Up±  ^-  («  +  ^  =F  -2)]  {-^^P  -  0  H-  S/A 
X2  = /?2 -+-  S/?  ±:  V  («  +  ^  =+=  ^O: 


I    X«_i=/>„_iH-S/?±  y(a  +  6iîZ2), 
!          ^n-=  7(«  —  ^^)- 

Suivant  qu'on  prend  dans  ces  formules  les  signes 
supérieurs  ou  les  signes  inférieurs  là  oii  figurent 
les  doubles  signes,  les  valeurs  des  inconnues  j:,, 
^2,  ...,  ^«_.  au/ont  les  mêmes  signes  que  les  nombres 
Pi,  p.2,  ...,  />/;-),  ou  les  signes  contraires. 

Chaque  groupe  de  n  —  \  nombres  p  quelconques 
donnera  lieu,  pour  le  système  I«,  à  plusieurs  solulious 


1 


(  4o5  ) 

dont  le  nombre  dépend  de  la  décomposition  de  N  en 
facteurs. 

2.  Le  résultat  que  nous  venons  de  trouver  conduit 
immédiatement  à  des'  formules  très  générales  renfer- 
mant n  —  I  paramètres  et  donnant  des  solutions  du 
système  !„  ;  prenons,  en  elTet,  pour  facteurs  a  et  61e 
nombre  N  et  l'unité.  Un  calcul  simple  monlie  qu'en 
employant  dans  (4)  les  signes  supérieurs  là  où  figurent 
les  doubles  signes,  on  a  alors  les  formules  générales 
suivantes  : 

37,  = /?,  [2  (  2 /?)^- +  2  S/>2  ^_  ^,  ]^ 


(5) 


~2:„=[(S/P)2-4-S/>2j(^S/>-l)-+-SyD2, 
•  •  •  • 1 

x„._,  =:(X/?)2  + 2:  ^2_^ /?„_,, 

X,,=  (Sp)2-H2p2_2/?. 

Si,  au  contraire,  on  adopte  dans  (4)  les  signes  infé- 
rieurs là  où  il  y  a  des  doublas  signes,  on  trouve  les 
formules 

^2  =  -/>2[2(S/?)2+2  2y?2_42p— />2+2l, 


(6) 


a7„_,=— />„.,[2(2/>;24-.2  2^2_42/>— /)„_,-+-2|, 

Xi=(S/;)2+S/,2_.,.v^_^j_^,^ 


X„_,  =  (V^)2^    V/,2_2V^      _^^^      ,_^,^ 
\  X„=:(X/0^-+-2/>2-l/?. 


(  4o6  ) 

On  déduit  de  (6)  des  formules  très  simples  si  l'on 
choisit  des  nombres  p  dont  la  somme  est  nulle  (');  on 
trouve 

X2  =  —  Pii'^^P^'  —  P2-^  2), 


(7) 


Xn-i  =  —  Pn-\  (  2  S  /)2  —pa-x  ^-  2  ), 
37;,  =  —  (2  2:/>2+l), 

X2=S/>2-/?2^-I, 


X„=2/?2. 

Gomme  applications  des  résultats  qui  précèdent  nous 
traiterons  les  cas  de  trois  et  de  quatre  équations,  en 
donnant  pour  chaque  formule  quelques  exemples  nu- 
mériques simples. 

3.   Equation  I2.  —  Pour  //=  2,  le  système  considéré 

devient 

{xi-\-x^Y-^Xx  =  Xf, 

{Xy-lr  X2Y+  X2=  X|  . 

On  a  alors 

N  =  a.6  =  (2/91  — 1)2+ 4/>f, 


et  les  formules  (4)  s'écrivent 


Xi 


3/>i=t  -  {a  -h  b  z^  "2) 


]■ 


(8) 


X2=\pi±  -{a-h  bzj^2)\{2pi  —  \)^p], 


Xi=  2/?,=h  -(«  +  ^zp  2), 

4 

X2=    7   («—   ^). 

4 


(')  Si  l'on  introduit  cette  même  hypothèse  dans  les  formules  (5) 
on  obtient  des  solutions  dans  lesquelles  ^„  est  nul  pour  toutes 
valeurs  des  nombres  p,  quel  que  soit  n. 


(  4o7  ) 

Ainsi,  pourp,  = —  3,  on  a 

N  =  85,         a  =  17,         6  =  5, 
et  l'on  obtient  la  solution 

a^i  =  63,         iCo  =  — 72,         Xi  =  i2,         X2=3; 
pour  pt=  —  4?  on  a 

N  =  145,         a  =  29,         b  =  5, 

d'où  l'on  déduit 

:r,  =  i20,         372  =  —  i33,  Xi=i7,         X2=6; 

pour yo,  =  —  5,  on  trouve 

N  =  22 1 ,         a  =  ij,         0  =  \3, 
et  l'on  a 

371  =  155,         372  =  — 168,  Xi  =  l8,         X2=i. 

D'autre  part,  les  formules  (5)  deviennent  ici 

^1=      />i(4/^i-m)'         Xi  =  /?,(2/?,-[-i), 
a:.>  =  —  pK^Pi  —  i),         X2=:/),(2;?i— i); 

elles  donnent,  par  exemple,  pour  jo  =:  i , 

37)  =  5,  372  =  —  3,  Xj  =  3,  X2  =  I  ; 

pon\pt  =  2, 

571=36,  372  =  — 28,         X,  =  10,         X2=6; 

pour  /?,  =r  3, 

371=117,         372  =  —  99,         Xi  =  2i,         Xa=i5. 

De  (6)  on  déduit  encore  ces  formules  donnant  des 
solutions  (lu  système  \>  '• 

^i  =  —p\{âPi  —  5/?i-f-  •>.),        X,  =  ipi  —  3/?i-hi, 
^•2=  4p]  —  7p]-hip]  —  1,  X.i  =  pi(2pr  —  i). 


(  4o8  ) 
Ainsi,  on  trouve,  pour  p,  =  — i, 

;ri  =  ii,  a?9=z:  — i6,  Xi  =  6,  X2=3; 

pour  /?^=r— 2, 

371=56,  x.i  =  — 69,  Xi=i5,         X2=io; 

pour /?,  =:  —  3, 

a7i=i59,         372=  — 184,         Xi  =  28,         \i—1\. 

Des  formules  (8)  on  peut  encore  déduire  des  for- 
mules générales  en  prenant  pour  p,  une  fonction  d'un 
paramètre  A,  telle  que  le  nombre  N  correspondant  soit 
une  fonction  de  A  décomposable  en  un  produit  de  deux 
facteurs  Soit,  par  exemple,  /?»  =  1  —  5A;  on  a  alors 
successivement 

N  =  200/^2— 60 A  +  5,         a  =  5,         b  =  l^oh^— \oJi  ^  \, 

et  l'on  obtient  ces  formules 

^j==_ioo/i3-M25/i2—  46/i-f-5,         X,=  loA'— i3Ah-  3, 
Xi=^      iooA3_ii5/i2-+-38A  — 3,         X2=ro/t2—   3/i  — 1. 

Posons  encore 

on  a  alors 

N  =  32  /i8  -+-  32  W  —  88  Afi  —  48  A5  -4-  1 28  h^  H-  28  /i3  —  84  /i2  +  ^5 
^(8M—  ,o/^2+2^+  5)(4/i^-+-4/'^— GA2-  2/* +  5), 


et,  par  suite, 


a  =  8 h'^  —xoli^-^-ih  -1-5, 

h  =  4  /tv  H_    4  /i3  _  6/J.2  _  2/n-  5, 


(9)    ' 


(  4o9  ) 
d'où 

a?2  =  —  2  A"  +  /<6  +  4  AS  _  4  /i4  _  .,  /,3  _|_  3  /,2  _  , ^ 

\^=  h'*  —  h^—    h^-hh; 
on  retrouve  donc  une  formule  de  M.  Gérardin  ('). 

i.   /Sy^/ème  T3.  —  Dans  le  cas  où  /2  =  3,  le  système  J;ï 
s'écrit 

(a^i  +  .Ta  -4-  a-3  )2  -H  rrs  =  X  ]  . 
On  a  dans  ce  cas 

et  les  formules  (4)  prennent  la  forme 


X,  =  2/),+     /?2±  7  («  + 6q=2), 
4 

X2=      /?,  H-  2/?2±   -  («4-  ^qi  ?.), 
4 


1        X3=-(a  — /^). 

Prenons,  par  exemple,  /?,  =  5,  /?o  =  —  4  ;  t>n  a  alors 
N  =  i65,  d'où  rt  =  I  5,  6  =  II.  On  Irouve  ainsi 

^1=95,     .Ta  =  —  40,     .r3  =  — 48,     X,=:i'2,     X2=3,     X.,  =  i . 


(')    Intermédiaire    des    Mathétnaluieiis,    (jiicstior)    k\^h\ ,    191.5, 
p.  193. 


(  4.0  ) 

Avec  les  mêmes  valeurs  de  /),  et  /?27  o"  peut  encore 
prendre  a  =  33,  6  =  5.  On  en  déduit  ces  deux  solu- 
tions 

Xi=      125,         x-2  =  —  64,         ^3  =  —  5r, 

Xi  =        i5,         X2=        6,         X3=         7; 

Xi  =  —  65,         cc2=      B8,         X3  =  —  3'2, 
Xi  =         4,         X2  =       i3,         X3  =        7. 

De  même,  avec  y[?,  =  2,  p.2=  \  ^  on  a  N  =  4^  ^^i  P^i* 
suite,  les  deux  décompositions  a  =  9,  6  =  5  et  a  =  1  5, 
6  =:  3  ;  on  obtient 

rTi  =  28,      372=  i3,      ^3  =  — 35,      Xi  =  8,      X2=7,     X3=i; 

Xi=:3'2,         iC2=l5,         iJ72  = 40)         ^1  =  9i         X2  =  8,         X3=3. 

Posons  encore  ^,  =  5,  /?2  =  —  ij  on  trouve 

N  =i53. 


d'où 


a  =  iy,         6  =  9 
On  en  déduit  ces  solutions 


ou 


a  =  5 1 , 


6  =  3. 


Xi=         125, 

X,=  i5, 
xi=  195, 
Xi  =        22, 

xi  =  —  75, 
Xi=  5, 


372  =  —   19. 

X2=  9, 

X2  =  —  33, 

X2=  16, 

X2= 21, 

X2=  II, 


Xi  =  —  96, 
X3  =  2  ; 

^3  =  — ï45, 
X3  =  1 2  ; 
^3=  44, 
X3=        12. 


Si  /?,=— /92  =  /?,   on  a  N=8/?2_|-,^   et  les  for- 
mules (9)  s'écrivent 

Xi-p\p±~(a-{-b^ii)Y  X,=      yr>H=i-(a+6q=2), 

1,  X2  =  — /)±^(«  +  6hZ2), 


^    /^■-+=7(^-+-^=+=2) 


X;i  =  àz  -(rt-f-6qz2) 2/?2, 


X3  =7  («-/>)• 

I 


(  4.1  ) 

Ainsi,  avec  />  =  2,  on  a 

iCi  =  16,         X2  =  — 8,         ccz  =  —  5, 
Xi  =    5,         X2=       I,         X3=      1; 

avec/?  =  4i  011  trouve  ces  deux  solutions  : 


Xi  = 

IÔ4, 

^2  =  —     72, 

X-i=  —  2l, 

x,= 

i5, 

X2  =          7» 

X3=          10; 

ar,  =  - 

-   80, 

^2  =  —  112, 

073  =  — 44, 

Xt  = 

8, 

X2=            16, 

X3=           10. 

Pour  le  système  I3,  les  formules  (5)  et  (6)  donnent 
les  solutions  générales  suivantes  : 

^2  =  P2[i(Pi-^Pl-^PlP2)^P2], 
—  373=  2(/?f  +/?l  +  />i/)j)('2pi-i-  2/?2—  Ij  +/>i  +/>!» 
Xl=  2(/??-^/?l4-/?i/?2)-i-/?l, 
X2=  2(/??+/?iH-/?l/?2)+/'2, 
X3=  '^(Pi-^Pl-^PlPi)  -Pi  —  P2 


et 


a7i=— /?i [4 (/>f-f- />!+/?! P2)  —  5/?i—  4 7^2 -H  2], 

372  =  — /?2[4(/?1+P1+/>1/?2)  —  4  Pi—  5p2-+--^l, 
3?3=   [2(7??  -+-/?!  4-/>l/?2)—  2 />1  —  ip2-h\] 


X   (2/)i-+-  '>^/?2—  l)—  P^— /^ 


Xi=  2(/>f  +/?!+/?, /?2)  —  3/?i  —  2/?2+  I, 
X2=  2(/?f -h/?i+/>i/?2)  —  2/?i—  3/)2+  I, 
X3=  2(/?f-i-p|-h/?i/?2)  —      />!—      P2- 

Pour  p^=z  \  ^  p.yz=z  1^  ces  deux  formules  donnent 


37i  = 

29> 

372  = 

60, 

373  =  - 

-7^, 

x,= 

i5, 

X2  = 

16, 

X3  = 

11; 

37,=- 

-'7, 

372  =  — 

32, 

3-3  = 

40, 

x,= 

8, 

X2  = 

7. 

X3  = 

1 1. 

De  (7)  on  déduit  aussi  celte  solution  générale,  où  l'on 


(  4i2  ) 


a  posé  pi=  —  p.^=p^ 

^l=— i?(4/?2— />  +  2), 

Par  exemple,  p  =  3  donne 


X2=  2p^-hp  H-  I, 


^1  =  —  io5, 


a?2  =  123, 

X2  =     22, 


^3  =-37, 
X3=  18. 


On  peut  toujours  déduire  de  (9)  de  nombreuses  for 
mules  générales,  si  l'on  prend  pour  />,  et  />o  des  fonc- 
tions d'un  paramètre  h  telles  que  le  nombre  N  corres- 
pondant soit  toujours  un  produit  de  deux  facteurs, 
Ainsi  pour/?,  =  i^y?^  — 3/i  — i,  on  trouve 


N  =  72A2 
d'où  l'on  tire  d'abord 


36  h 


a  ==  i^h'^—  x'iJi  +  3, 

On  a  alors  les  formules 

^i=3(4/i2+,), 

a:'3  =  — i36/i-5+  3/t2+  I), 


9. 


6  =  3. 


et 


xx=~  iih^-h  12 h  —3, 

x^  =  —  36/i3+  57/i2_  3o  A  -f-  5, 

.rs  =       36  /t3  —5,^2+  .^4  /i  —  4 , 

Si  l'on  prend  ensuite 

on  trouve  ces  sobitions  générales 

.ri=  4/t2_f_4/j_^5^ 

372=  (3/i  —  i)  (4^24-7/,,  +  3)^ 

a?3=   —  /l(l2/i2-f-  igA-f-  4), 


X,  =  2(3/^2+1), 
X2  =  3  /i  (  2  A  +  (  ),     • 

X3  =  3  /t  (  2  A  —  I  ) 

Xi  =  6A2  —  6/i-i-  I, 
X2=  6A2_9A_H  3, 

X3  =  3/<(2/i   —  l). 


^  =  9, 


X,=  ih^-h2/t  -h  3, 
X2=  •.>//2-h  5  A  -f-  I, 

X3=2A2-       A  —  2 


(  4-3  ) 
et 

37,  =  —  (4  /i2 _  8  A  +  5 ),  X,  =  2  A^  —  4  h  +  2, 

x,  =  —{-Mi—  r)(4/t'-— ii/i  +  7),         X2=  xh''--']h  +  4, 
^3=1-2  /j3  —  35  /i2  -^  7.8  /i  —  5,  Xa  ^  -2  /i2  —     /t  —  y.. 

.Étude  du  systk.mk  II, ^ 
5.   Si  l'on  pose  encore 

el  si  Ton  ajoule  les  équations  ineiTibres  à  membres,  on 
voit  que,  pour  résoudre  le  système  II„,  il  suffit  de 
résoudre  l'équation 

(lo)         nt^—{a  —  \)t  =  X2-f-X|-h...-4-X2_i  +  X2. 

Les  inconnues  ^,,  x^-,  •••,  x,i  ont  alois  pour  expres- 
sions 

Posons 

(il)     X,=  <-f-/;,,       X-2=t-+-p.2,        ...,       X„-i  =  t  -hfn-t', 

suivant  que  t  sera  positif  ou  négatif,  les  inconnues  :r,, 
x-2,  ...^  x,i-\  auront  donc  les  signes  de  yO, , /;2,  ..-, /?«_! 
ou  ceux  de  —  (/->i  +  i),  — (^2+  >)'  •••?  —  {fhi.  \  -h  0- 
Désignons  encore  par  ^ p  et  )ù p-  la  somme  des  n  —  i 
nond)res  p  et  r:elle  de  leurs  carrés;  si  l'on  porte  dans 
l'équaiion  (10)  les  valeurs  (i  i),  on  trouve 

t^  -{'i^Lp  ^  n  —  1)^  —  X/^î—  X;2  =  o. 

Considérons  d'ahoid  le  cas  où  n  est  inipaii,,  el  soit 
/?  =  2/1'  -h  I .  On  a  alors 


t   =    Ep-h  A±  v/(S/>-+-  A-)2-h    Vy,2^    \2_ 


(  4«4  ) 

Pour  que  le  noml)re 

soit  une  différence  de  deux  carrés,  il  faut  qu'il  soit 
impair,  ou  multiple  de  4- 

Si  k  est  impair,  c'est-à-dire  si  n  est  de  la  forme 
^ni —  1  ,  le  nombre  N  est  toujours  impair,  puisque  Syo 
et  2/?-  sont  de  même  parité. 

Supposons  ensuite  que  k  soit  pair.  Si  S/>  est  pair, 
(S/>  -h  A")-  est  multiple  de  4,  ^t  il  faut,  par  suite,  que 
2/?'-^  soit  aussi  multiple  de  4;  il  faut  donc  que  lenombie 
de  nombres  p  impairs  soit  nul  ou  multiple  de  4-  Si,  au 
contraire,  S/?  est  impair^  {Y>p-\-k)-  est  de  la  forme 
4 /?î  +  I ,  et  il  faut  que  S/?-  soit  de  la  forme  ^m  —  i. 
f-*ar  suite,  le  nombre  des  nombres  p  impairs  doit  être 
de  la  forme  ^q  —  i . 

En  résumé,  pour  que  N  soit  différence  de  deux 
carrés,  les  nombres/?  peuvent  être  quelconques,  excepté 
que,  si  n  est  de  la  forme  ^m  -\-  \  ^  le  nombre  des  nom- 
bres p  impairs  doit  être  de  l'une  des  formes  ^q,  /\q  —  i . 
Si  l'on  décompose  le  nombre  N  en  deux  facteurs  de 
même  parité  «  et  6,  on  a 

X„=-(a  — 6),         t  =  ^p  ^  k±  -ia  ^  b), 

1  2 

et,  suivant  qu'on  adopte  dans  l'expression  de  t  le  signe 
-h  ou  le  signe  — ,  t  sera  positif  ou  négatif. 

En  réunissant  les  considérations  qui  précèdent,  on 
obtient  le  résultat  suivant  : 

Si  n  est  impair,  on  choisit  n  —  i  nombres  /?<, 
P21  '•-,  Pn-\  et  Von  décompose  le  nombre 

en   un  produit  de  deux  facteurs  a  et   b  de  même 
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parité;  on  a  alors  des  solutions  du  système  \\,i  en 
prenant 

/         a7j=p:/>-f-^±-(aH-é)    (2/?i-hi)-l-/?ï, 

x^=  |s/;  +  A±^(a-^^)    (2/?j-f-i)H-/?|, 

.• > 

Xn    i^Wp  +  k±:^-{a^b)    (2/?„_i  H- i) -l-/>2_j , 

(.2)   I  L  ^  J 

X,=/>i      -h  Zyo^  Ad=  -(a  + ^), 


^n-l  —  Pn-\  +  S/?  -+-  /c  zh       («2-1-  6), 


X„  =  -(«  —  b). 

2 


Le^  nombres  p  sont  quelconques  ;  toutefois  dans  le 
cas  oii  n  est  de  la  forme  f\ni^\^  il  faut  que  le 
nombre  de  nombres  p  impairs  soit  de  Vune  des 
formes  ^cj,  ^q  —  i .  Suivant  cjuon  prend  dans  les  for- 
mules qui  précèdent  les  signes  supérieurs  ou  infé- 
rieurs là  ou  figurent  les  doubles  signes^  les  incon- 
nues ^,,  X2-)  ...,  ^«-«  auront  les  signes  de p^^p,-,  ..., 
Pn-\     ou    ceux    de    — (/-'i+i),     —(  7^2 +1)7    •••^ 

Supposons  inainlenant  cpic  n  soit  pair;  ou  a  alors 
t^  1['2V/,  -4-n  —  I  it  v/(2  X/;  4-  Al  —  1)2  H-  4  S/>2  -h  4  X2  ] . 

Le  nombre 

N  =  (  2  S/>  -h  n  —  1)2 -i-  4  S  /?2 


(i3) 


(4i6) 

est  alors  toujours  de  la  forme  ^m-i-]  et  est,  par  suite, 
au  moins  d'une  façon^  la  différence  de  deux  carrés  dont 
le  plus  petit  est  pair.  Si  N  =  a.b^  on  aura 

X„=-(a  —  6),  t  =  I. pzt -{a-h  b  ±11/1  zp-i)^ 

4  4 

et  l'on  obtient,  par  conséquent,  ce  résultat  : 

Si  n  est  pair,  on  choisit  n —  i  nombres  quelconques 
/?4,/>2,  ...,  Pn~i  6t  Von  décompose  le  nombre 

en  un  produit  de  deux  facteurs  a,  b\  les  formules 
suivantes  donnent  alors  des  solutions  du  système  n„  : 


x^—      S/?  ±  -(  a  +  ^  ±:  2/1  ZjZ  2  )     (2/>,  +  i)  +/?!, 

572=   \^p  ±  -{a  -^  b  ±1JlZÇ.l)\  (•2/?2+  0  +/'L 

J 

Xn-\  =       S/)  ±  -(a  4-  6  ±  9.AI  =jZ  'l)\  (2/?„_iH-  l)  +/^;i_,, 


—  X 


4 

X,  = /?2  H-  S/»  ih  -  (  a  H-  è  ±  2  Al  =F  2  ), 

4 


X,j_i  =  ^,j_,+  2/?=t-(<2-J-èip2/iq=2), 


^''=  7(«  —  b). 

4 


^ei'  inconnues  ^,,  ^o?  •••;  ^«-i   ciuront  les  signes 
de  pi^  P2;  ...^  Pn-\  ou  ceux  de  — (/?,  +  i),  — (/^2-+-  ')'•••' 


(4.7) 
—  {pn-\  +  0  suivant  cju^ on  prend  dans  ces  formules 
les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  là  ou  figurent  des 
doubles  signes. 

6.  Formules  an  —  i  paramètres.  —  C.onime  nous 
ravoiis  fait  pour  le  système  1,^,  nous  [)onvons  déduire 
de  ce  qui  précède  des  formules  générales  à  /i  —  i  para- 
mètres pi,/?o,  ...^pn-\'i  nous  considérons  encore  trois 
cas  : 

a.  n  de  la  forme  l^m  —  i;  on  a  vu  qu'alors  N  est 
toujours  impair.  Prenons  donc  a  =  N,  6=  i  ;  on  obtient 
ainsi  ces  formules 

^,=  r(i±A)Syr,±-^eS^r±^S/>2±^(A=!z.)'^j('2/>, +  !)-+- /,?, 
a.2=[(i+/0^/>±^(S/^r-±:^S/.2±i(/r±:,)-^j(./,,-l-.)+p|, 


—  X 


X2  =  />2  +  (i±X05:/>it::^(2/>)2±:^2/>2±l(A-±i)2, 


X„  =  A-SO-+-  ~(S/?j2-+-  -S/j2^  i.(A:2_,). 


fi.  n  de  la  forme  l\n\  -\-  i  ;  dans  ce  cas  le  nombre  de 
nombres  p  impairs  doit  être  de  l'une  des  formes  4^? 
f\q  —  I   et  N  est  toujours  multiple  de  \.   Posons  donc 

Ann.  de  Mathémat.,  /J*  série,  t.  XVI.  (Octobre  1916.)  ^8 


(i5) 


(  4.8  ) 

a^-]N,6=:2;ona  alors 

2 


^«-1 = 


■  oc  n  — 


X,  = />.  +  (i  zt  ^ /r)  S/,  ±  i(S/>)2±  ~S/>^±  (Iâ:  ±  ,y , 
1 

x«=3i(v^)2+!.2:p2+lAS/^  +  ^/^^-i. 

y.  /i  pair.  En  prenant  <2=N  et  />:^  i  et  en  employant 
dans  les  loiinules  (i3)  relatives  à  ce  cas  les  signes  su- 
périeurs, on  trouve  les  formules  suivantes  : 

1 

Xn-,  =  r(S/?)2+  S/>2h-  n-Lp-^-  nA  {ipn   r  -+-  \)^pl-,, 

—  Xn=     (2/?)2-H  Y.p'^^n^p-^  -^/i2    (aS/o-f-  Al  — 2)  -h  S/?2; 


(i6) 


4 
4 


4 
4 


(  4.9  ) 
Avec  les  signes  ioférieurs  on  trouve  de  même 

x,  =  -  |^(2/>)2H-2^^-f-(/i-2)5:/>+  (ln-iy\{'ip,-i-i)-\-p\. 


^11— \  — 


-[^(X/>)2  4-v:/>2-h(,^-2)2/?-4-(^^M-lj'J(2/>,_i  +  i)+/,^_i; 


X„_,  =  (E/?)2+S/)2+ (,i_  2  )S/?— /?„_!+     -/i-I       , 


1 


4 


11  j  a  lien  d'observer  (jue  les  formules  qui  précèdent 
prennent  une  forme  simple  si  l'on  choisit  des  nombres 
/?,,  /?2,  ...,  p«_i  dont  la  somme  est  nulle. 

Nous  appli<|uerons  ces  considérations  générales  aux 
cas  de  /z  =  3,  n=z^^  /i  =  5,  qui  fournissent  des 
exemples  des  trois  cas  que  nous  venons  d'envisager. 

7.   Système  II3.  —  Pour  n  =  3,  on  a  le  système 

(xi  -h  Xi-hXsY—  (.rj-t-  X:i)  =  Xf, 
(xi-hXi-h  x^y—  (xi-h  X3)  =  Xl, 
(Xi-hXi-\-X:iy—(.Ti-i-Xi)  =X|. 

Le  nombre  N  a  alors  pour  expression 

N  =  a.ù  =  ■^■ip]-i-pl-^PiP2  +  Pi'^p-2)   t-  I, 
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el  l'on  a,  d'après  (12), 


'1 


X2  =      /),  -t-  2/?2±  7  («  +  ^)  -+-  Ij 


X3=  -(a  — ^). 

Si  pf=z  i^  p._,^  2,   on  Irouve  N  =1  2 1 ,  d'où  a  =  7, 

6  =  3  el 

a^i  ==:  28,         ^2—49'        ^3  =  —  68; 

Xi  =    10,      •       X2=    II,  X3=  2. 

Des  formules  (i4)  on  déduit  ensuite,  en   prenant  les 
signes  supérieurs  : 

X2  =         (p\  -^pl^  PlP-î-^  2/>i  -+-    ip%-h  2)  (2/?2+  I)  -^  Ph 
ar.^=—(pl-^pl^pyp,+  '2pi-h  2/^2 -h  2)(2/>,-h2/?2+l)  — ^1— />!; 
Xi=  yOïH-/?l  +  /»i/>2+  3/?i+  2/>2-h  2, 

X2=  />f  +/?i+/?lP2+  2/7i-h  37?2+  2, 

X3=      />r  +  P2-+-y^i/^2+   Pi+  p%- 


Ainsi,  pour  p,  ==  2,  /?2  =  —  i ,  on 


a 


Xx  =  39,  a^2  =  —  6,  ^3  =  —  26  ; 

Xj  =    9,         X2=       G,  X3==         4- 

Si   l'on    pose    dans    ces    formnles    Pi  =  — P2^=Pj    ^^ 
trouve  ces  solutions  générales  : 

Xi=  2(/?=^+/>2-i-  2/?  +  1),  Xi  —  p^-h  p  -^-2, 

X.2  =  —  2(/?3  _  ^^2  _^  ^^  _   ,),  X2  =  ^2  —  /?  H-  '2,    - 

•^3  =  -  (3/^24..,.);  Xs=pK 
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Pour/?  =  I ,  on  obtient  la  solution 


Xi  ^  lO, 

X,=   4, 

3-2  =  —  2, 
X2=          2, 

373  =  - 

X3  = 

-5; 

i; 

our /?  =  3,  on  a 

37,  —  86, 

Xi=i4, 

372  =  —  46, 

X2=         8, 

373  =  - 
X3  = 

-'^9; 

9- 

En  adoptant  dans  (i4)  les  signes  inférieurs  on  obtient 
encore  ces  solutions  du  système  II3  : 

PiP2)('^P2-h   l)4-/?l, 

PxP'i){ip\-\-  2/?2-+-i)— /»?  — /?!  ; 

P\P2—P\, 
■P\Pl—P2, 
PiP2-^  P\^P2' 


Xi  =  - 

-iP^-^Pl 

X2  =  - 

-ip'i+pl 

373  = 

(/>?+/>! 

Xi  = 

p'i^pl 

X2  = 

p'i-^pl 

X3  = 

p'i-^p'i 

Par  exemple,  avec  p^z=  3^  p2  =  —  2,  on 


a 


37i=—  40, 

372  =  2.5, 

373  = 

X,=       4, 

X2=      9. 

X3  = 

En  faisant  dans  les  dernières  formules/^,  = — p.^z=  p^ 
on  trouve  ces  solutions  générales  simples  : 

37i=—  2/>S  372=2yD^  373  =  — />2  ; 

Xl  =  />(/?  —  J),  X2=/>(/>-hl),  \,=         /?2. 

Ainsi,  pour/)  =  2,  on  obtient 


37i  =  —   16, 
Xi=            2, 

37,=  16, 
X2=    6, 

.       373  =  - 

X3  = 

-4; 
4; 

pour  yo  =  3, 

3^1  =  —  54, 
X,=        6, 

372=  54, 
X2=    12, 

^3  =  - 
V3  = 

-9; 
9. 

On  peut  aussi  déduire  de  (18)  de  nombreuses  solu- 
tions générales  en  choisissant  pour  p^  et  p.,  des  fonc- 
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d'un  paramètre  h  telles  que  le  nombre  N  correspondant 
soit  toujours  un  produit  de  deux  facteurs.  Posons,  par 
exemple,  p^=:z3h  —  i,  p2^=  —  3 A  —  i;  on  a 

N  =  i8/i2+3,         a=6/«2+i,         ^^  =  3, 

d'où  la  solution  générale 

xi=      6/i2(3/i  +  i),         Xi=  3/î(/i  +  i), 
^2  =  — 6/i2(3/i  — i),         X2=  -àh{h  —  i), 

8.   Système  II;,.  —  On  considère  donc  le  système 

(^271  +  072-4-373+  374)2—  (372+  373+ 374)  =  X^, 
(371  +  372+373+3^4)2—  (37i  +  373  +  374  )  =  X  |, 
(371+373+373+374)2—  (37i+  372+  ^4)  =  X|, 

(371  +  372  +  373  +  3-4)2— (x,-^  372  +  373)  =  X|. 
On  a  dans  ce  cas 

N  =  a.6  =  (2/?i+2/>.2+  2/>3+  3)2+  4(/>?  +  /?2  +  /'3)5 

et  les  formules  (i3)  s'écrivent 

37i=  jDi+/>2+j03=t  ^(a  +  6±6)(2/>i +!)+/>?, 

372=       /?i+/?2  +  y"3=t  y(«^  + 6±6)    (apa+O  +  pl, 

^3=       Lpi+/>2  +  />3=t:T(«-*-  ^±6)      (2/?3+l)  -i-/?i, 

374=  2  Ui+/?2-f-/>3±  7(<^+  6  ±6)      (pi+/>2+/>3H-«)+/>'f  +  /^2H-/^3  "' 

Xl=2/>i+     />2+     /?3±7(«+  ^±6), 

4 

X2=    Pi-hip2+  pi±-{a-hb±6), 

4 

X3=    />i+   /?2  +  2/>3±-(a  +  6d=6), 

4 

Xv=  7  (a  —  />). 
4 
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Par  exemple,  avec  /?,  =  3,  po  =  ^  )  /^3  =  Oj  on  a 
N=:i6i,         a  =  23,         6  =  7 


et 


Xi  = lOO, 

3^2=  40, 

Xi  = 

=  i3,          374  =  — 

1 40  ; 

X,=    .6 

X2=    14, 

X3  = 

=  i3,         X4  = 

4; 

avec  p^  =  2, 

P2=i,  P:r- 

0 

on  trouve 

et 

xi  =  34; 

N  =65, 

a  =  i3, 

6  =  5 

^2=  19. 

3^3  = 

—  9. 1 ,         374  =  - 

-  26  ; 

Xi=    8, 

X2  =    7, 

X3  = 

3,         X4  = 

Q. 

D'après  les  formules  (16),  on  a  ensuite  ces  solutions 
générales  à  trois  paramètres  : 

—  ^t,=^[p'i-\-p^-hpl-hpiP2-hp2Pi-hp3Pi-h'2{pi-hp2-{-p3)-i-'2] 

X  (pi-+-p-2-^p3-^i)-^p'i-^ph^pî  ; 

Xi  =  2(/?^-h/?^H-/?5  +  /),/)2H-/>2/>3-+-i?3/?l)  +  5/?i+4/>2-H4i'3+4, 
X2  =  2(yOï-f-/>|H-/>54-/>,/?2+/>2/>3  +  /?3Pl)  +  4/>I+5/>2+4/'3-H4, 
X3  =  2(yy?-h/>|H-/?|-H/?,/?2-^/?2/>3  +  />3/?l)  -H  4Pl  +  4P2+5/'3+4, 
X4  =  2(/0?H-/?^H-/?3+/)l/?2-t-p2/>3  +  />3/?l)-+-3(/?i  +  /)2+P3)H-2. 

Ainsi ,  avec  /?<  =  i ,  p2=  o,  /?3  ==  —  2,  on  trouve 

(19) 


371  =  19» 

372=  6, 

373  =  —  14, 

374  =  —  5  ; 

Xi=    7, 

X2=  6, 

Xg  =           4> 

X4=      5. 

On  déduit  de  même  de  (17)  ces  solutions  : 

^i  =  ~-[2(p'i-hp'i-hp'i-\-PiP2+P2Pz-hp3Pi-\-Pi-hp2-^Pi)-^i]('^pi-^0-+-ph 

372  =  — [2(/>?  +  /?2  +  /?^  +  /?,/?2H-/?2^3+/>3/?l+/>|+/?2H-p3)  +  l](2/?2+l)H-/»ii, 
^3  =  —  [2  (/02-4-/?5-h^5+/;i /?2+/'2/>3H-^3/>lH-/?l+/?2+/?3)  + «  ]  ('^/>3H- I  ) +7^3  ' 
.^4=     .i[2(/?f-+-/);j-+-/?;|-f-/?,/>24-/?2/?3^-p3/'l-^-/>l+/>l+/?3)  +  lj 

X  (/>i-t-/"i-^-/>3  4-i)— /??—/' 1-/^3  ; 

Xi=  2(/>Î4-/)2  +  />"^-h/?i/?2H-/>2/?3-4-/>3/>l)+     />l-H2/?2+'^/?3-Hl, 

X2=  l{p'\^pl-^pl-\-p\Pl  +  PiP3-^P^P\)^'i-P\-^     />2H-2A^3-t-  I, 

X3=  2(/>t-^/?r;-h/^i5-+-/?l/>2H-/?2P3+/>3/^lj  +  '?7'l4-2/>2-+-     7^3+1, 

X4=  'l(p'i-i-p'i-hp'i-[-piPi-hpiP:i-hp3Pi)-{-3(pi-hp2-V-p3)  -H'^. 
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Pour  p^  =  2^  p2^=  ^ ,  P3  =  —  I  j  on  a 

a7,=  — 71,        ^2=— 44>        ^3  =  16,        a?4=84; 

Xi  =        i3,  X2=        14,  X3=l6,  X4=:l8, 

Si/>,H-/?2+/?3=^o,  elsi  l'on  désigne  -  { p] -\- pi -h pi) 

par  TT,  on  trouve,  comme  cas  particuliers  des  formules 
que  nous  venons  d'obtenir,  ces  solutions  : 

^1=        l(      71+  2}(2/>i  +  1)  -f-/^^^  Xi=  2(71+  2)  -(-/7i, 

X^—        2(       71  H-  2)(2/)2-t-  l)  +/^25  X2=  2(7r  H-  2)  -H/?2, 

^3=        2(      7r+2)(2/?3+l)  +/>!,  X3=   2(71  +  2)  -h /)3, 

^4  =— 2(371  +  4)  ;  X4=2(7r+i) 

et 

a7i  =  —  (2  71+  l)  (2/>i+  1)  +/??,  Xi=  2  71+/?,  +  !, 

372= (27r  +  l)(2/?2+  0  +/'2  5  Xz=  271  -\-  p2-h  l, 

373  =  —  (271+  l)(2/?3+l)  +/>!,  X3=  27r+/>3+r, 

374=      2(    7C  +  I  )  ;  X4=2(7l+l). 

Signalons  encore  les  formules  suivantes,  qu'on  dé- 
duit aisément  des  premières  formules  générales  à  trois 
paramètres  qui  précèdent  et  qui  donnent  des  solutions 
du  système  II4  pour  Lesquelles  les  inconnues  X^,  X2, 
X3,  X4  sont  en  progression  arithmétique  : 

Xi=      6  (  I  o  A2  +  I  o  /t  +  3  )  (  2  /i  +  ï  )  +  (  3  /i  +  I  )2, 
372=      2(10/2.2+ loA  +  3)  (2/1  +  I)  +  A% 

373  =  —  2(10 /i2 +10/1  +  3)(2/i  +  l)  +  (/l  +  l)2, 

3:4  =  — 4([o/i2  +  io/i+  3)(3/i  +  i)  — ii/i2— 8/i  _  2; 


Xi 

= 

20 /l2 

+ 

23  A 

+ 

7, 

X2 

= 

20 /l2 

+  2 1  /^ 

+ 

6, 

X3 

= 

20/1 2 

+ 

19/1 

+ 

■5, 

X4 

= 

20  /l2 

+ 

17/1 

+ 

4. 

Pour  /i  =  o,  on 


37,=  19,         3^2  =  6,         iP3  =  — 5,         374  =  — 14  ; 

Xi=    7,         X2=6,         X3=       5,         X4=         4; 
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c'est  la  solulion  (19).  Pour  A  =  i ,  on  obtient 

.r,  =  43o,  :r2=i39,  ^3  =  —!  34,  074  =  — 389; 

Xi=    5o,        X2=   kl,        X3=       44,        X4=        41. 

9.  Système  II5.  —  Pour  le  cas  de  cinq  équalions,  ce 
sont  surtout  les  formules  (i5)  prises  avec  les  signes 
inférieurs  qui  donnent  lieu  à  des  solutions  générales 
d'une  forme  assez  simple.  Ainsi,  on  a 

4 
4 
4 

x,^-U{^pr'A-Y.p'^-\{^p,-\-i)-^p\, 
4 

4 

X,=  -^(S/>)^+ls/>^-/.i, 

X3=^(S/>)2+^S/.2_^3, 
X4=^(2/>)'«+iS/,2-/,4, 

X5=^(S/))^+^S^2_s^. 

Rappelons  que,  pour  ce  cas,  le  nombre  de  nombres 
p  impairs  doit  être  o,  3  ou  l\.  Ainsi,  avec  jo,  =  3, 
^2=  I, /?3  =  o,/?,.  =  — I,  on  a 

Xx=  —  26,        x.i  —  —  \  4,        ^^3  =  —  '"),        xr^  —  6,        0-5  =  34  ; 
Xi  =         v<,        Xj^        4i        X3  =       5,        X4=6,        X5  =    8. 

Si  l'on  su[)pose  encore  ïyo  =  o,  on  trouve  ces  solu- 
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lions  simples 


4 


cc^ 


s/'H*2p2  +  i)+/>i, 


4 


Xi=    yZp^'  —  pi, 
4 

4 
4 
4 
4 


Si/)<  =  2,  /?2  =  —  2,  y03=4,  />/!  =  —  4^  on  a,  d'après 
ces  formules  : 

rr,  =— 46,        iP2=34,        073  =  — 74,        374=86,  375  =  — lo, 

Xi  =           8,         X2=  12,         X3=           6,         X4=l4,  X5=        TO. 


CERTIFICATS  DE  lllÉCA^IOlIE  RATIONNELLE. 


Marseille. 

Epreuve  écrite.  —  Deux  barres  OA  et  AB  pesantes, 
homogènes  et  identiques^  sont  clouées  l'une  sur  l'autre  à 
leur  extrémité  commune  A. 

L'extrémité  0  de  OA  est  fixe  et  en  outre  la  barre  OA 


y 


B 


est  assujettie  à  rester  horizontale.  Il  n'y  a  pas  de  frot- 
tement. 


(  4^7  ) 

Le  système  étant  en  équilibre^  on  écarte  très  peu  la 
barre  AB  de  la  verticale  et  l'on  abandonne  le  système  à 
lui-même  sans  vitesse  initiale. 

Etudier  les  petites  oscillations. 

N.  B.  —  On  remarquera  que,  si  l'on  prend  pour  axes 
invariablement  liés  au  système,  la  droite  OA  pour  axe 
des  z,  la  parallèle  à  A.B pour  axe  des  y.,  la  quantité  E  myz 
n'est  pas  nulle. 

Solution. 

Rapportons  le  solide  à  trois  axes  liés  à  lui,  Oz  dirigé  sui- 


vant OA,  Oy  parallèle  à  AB  et  0^7  perpendiculaire  sur  yOz, 
et  prenons  trois  axes  fixes  dont  OZ  vertical  dirigé  vers  le 
haut  comme  Oy. 

Soit  cp  l'angle  de  Oy  et  de  OZ. 

Soit  <]/  l'angle  de  Oz  avec  OX. 

Les  rotations  autour  de  Ox.,  Oy,  Oz  sont 


p  =  sincp(|;',  q  =  coscpi];', 


/'  = 


L'ellipsoïde  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  O xyz  est,  en 
désignant  par  M  la  masse  de  l'une  des  barres  et  par  a  sa 
longueur, 


41  I  "1 

^2  _t-  ^  j2  _^  _  22  -1-  9.    -  yz  \ 


H 


La  force  vive  est  donc 

iT  =  Ma2  I  '^p^-h  ^  q^-^  r.  r^  4- 2  •  -  qrY 

La  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  OZ  étant 
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nulle,   la  somme  des   moments  des   quantités  de   mouvement 
par  rapport  à  cet  axe  est  constante,  et  par  suite  nulle  et  l'on  a 

dT    .  dT 

-r— Sin  CO  H —  COSCD  =  o, 

dp         '         dq  '  ' 

ou 

5       .   „         /4  I     \ 

=  o. 


-/?sin-çp+(-^-f--/-l  coscp 


Or,   9> />,  q-i  r  étant  petits,  admettons  qu'on   puisse  négliger 
le  second  ordre,  il  viendra 

(i)  8^'+3(p'=o. 

Le  théorème  des  moments  par  rapport  à  O^  donne,  d'après 
Euler, 

d  /dT\  dT  dT  T     , 

di  \-ô?)-^Pj^~^-dJ>=~l^^''  ^'"^ 
ou 


= —  sin  co, 

2  a 


ou  approximativement 

(2)  2(ï>"-h3d;"+3  ^cp  =  o. 

'  a. 

En  intégrant  (i)  et  (2)  et  posant  —  -  =  A-,  et  en  suppo- 

7    ^ 
sant  que  primitivement  (p  soit  égale  à  a  et  i|>  à  zéro,  on  aura 

<p  =  a  cosAy, 

3 
T  =  -  a(i  —  cosA-^). 


Le  mouvement  est  donc  périodique.  L'amplitude  de  l'oscil- 
lation de  OA  est  a   et  celle   (en  ^j;)  de  AB  par  rapport  à  la 

•     1     3 
verticale  -  a. 

4 

4 
L'amplitude  de  l'oscillation  de  OA  est  donc   les  -  de  celle 

de  AB. 
Epheuve  pkatique.   —    Un  système  articulé  est  formé  de 


à 
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onze  tiges.   Cinq   des  tiges  forment  un  pentagone  régu- 
lier ABGDE.  Aux  sommets  B,  G,    D   sont  articulées  trois 


liges  BS,  es,  DS  articulées  toutes  trois  à  leur  extrémité 'è. 
Aux  sommets  A,'  E,  D  sont  articulées  trois  tiges  AR,  En,  DR 
articulées  toutes  trois  à  leur  extrémité  R. 

Ce  système  est  placé  dans  un  plan  vertical  et  il  repose 
sans  frottement  par  les  sommets  R  e^  S  sur  deux  appuis 
situés  dans  un  même  plan  horizontal. 

On  applique  aux  cinq  sommets  du  pentagone  cinq  poids 
égaux  chacun  à  200''^.  Trouver  les  tensions  des  tiges.  On 
négligera  le  poids  des  barres. 

Le  côté  du  pentagone  est  égal  à  o'",  4o.  La  ligne  RS  est 
parallèle  à  la  barre  AB,  et  elle  est  à  une  distance  de  AB 
égale  à  l'^jio.  Enjln.,  la  perpendiculaire  DH  abaissée  de  D 
sur  RS  détermine  les  deux  segments 

RH=:i'",9o,         SH=:.2'",  10. 

(Novembre  19  «3.) 

Épreuve  écrite.  —  Une  plaque  rectangulaire  est  mobile 
autour  de  son  centre  O  qui  est  fixe.  Trouver  son  mouve- 
ment. 

L'un  des  cotés  de  la  plaque  est  double  de  Vautre.,  de 
sorte  que  l' ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  0  est.,  par 
un  choix  convenable  dhinités, 

0^2 -H  5j2_|_    \Z'^=   I, 

en  prenant  pour  axe  des  x  la  parallèle  au  grand  côté., 

pour  a.re  des  y  la  normale  au  plan  de  la  plaque  et  pour 

axe  des  z  la  parallèle  au  petit  côté  de  la  plaque. 

La  rotation  initiale  wo  s'effectue  autour  d'un  a.xe  situé 

dans  le  plan  des  xy  et  elle  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle 

/3 
dont  la  tangente  est  4  /  -  de  sorte  qu'on  a  pour  les  compo- 
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santés  de  la  rotation  initiale 


Po  = 


'VI 


qo=  wo 


V 


ro=  o. 


On  étudiera  uniquement  le  mouvement  de  V axe  OZ. 

Epreuve  pratique.  —  On  prend  dans  un  plan  horizontal 
quatre  points  fixes  Ai,  A5,  A3,  A4  situés  aux  quatre  som- 
mets d'un  carré  de  '2"'  de  côté. 

A  ces  quatre  points  on  attache  quatre  fils  élastiques 
de  4'"  de  longueur  chacun  et  Von  réunit  leurs  extrémités 
en  un  point  B  auquel  on  suspend  un  poids  de  100''^. 

Trouver  approximativement  la  tension  de  chacun  des 
fils  et  la  position  finale  du  point  B  sachant  que  les  fils 
stationnent  proportionnellement  à  leurs  tensions  et  que 
sous  l'action  d'un  poids  de  100*'°  le  premier  s'allonge  de 
I  pour  100,  le  deuxième  de  1  pour  100,  le  troisième  de 
3  pour  loo  et  le  quatrième  de  4  pour  100. 

(Juin  1914-) 

Epreuve  écrite.  —  Dans  un  plan  vertical^  sur  une  droite 

dont  la  pente  est  -  ■>  on  place   une  plaque   carrée  et   un 

4 
disque  circulaire^  la  plaque  étant  poussée  par  le  disque. 
Les   deux  corps  ont  le   même  poids  et  sont  dépolis.  Le 
coefficient  de  frottement  de  ces  corps  entre  eux  et  avec  la 


droite   est   égal  à  -  •  Primitivement   le  système  est  sans 

vitesse;  trouver  son  mouvement. 

Quel  devrait  être  le  coefficient  de  frottement  pour  qu'il 
y  ait  équilibre  ? 
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Solution. 


Soient 


a  l'inclinaison  de  la  droite  sur  l'iiorizon  ; 

f  le  coefficient  de  frottement; 

M  la  masse  du  disque  et  celle  de  la  plaque; 

X  la  composante  normale  de  la  pression  d'un  corps  sur  l'autre; 

Y   la  conjposante  normale  de  la  pression  de  la  plaque  sur  la 

droite  ; 
Z   la  composante    normale   de    la    pression    du    disque   sur    la 

droite; 
T  la  composante  tangentielle  de  cette  pression; 
X  l'abscisse  du  centre  du  disque  dans  la  direction  de  la  droite. 

On  a  d'abord 

Y  =  M^cosa  +  X/, 

Z  =  i\l  g  cos  a  —  Xy. 
On  a  ensuite,  pour  la  translation  de  la  plaque, 

M^  =  M^sina  +  X-Y/; 
pour  la  tianslation  du  disque, 


M  ^  =  M^sina-  X  — T 


et,  pour  la  rotation  du  disque, 


1  M  £^  =  T  -  X/. 


En  résolvant  ce  système  d'équations,  on  trouve 
d°^x  -2  sina  — /(sina -h  cosa) 


df^  ""  5  —  3/ 

"i  fco^a.  —  sina 

(3-3/)(.H-/, 

•2  sina  — y*cosa       /^(sina  —  'i  cos  a) 


_,       -,       3  /cosa  —  sina 


T  =  M^ 


(5-3/)(n-/) 


„       ,,      5  cosa  H- /(sina -t- 2  cosa)  —  G /"^  cos  a 
^  (5-3/)(,+/) 
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II  y  a  roulement  du  disque  si  l'on  a  T  <  Z/,  ce  qui  conduit 

à  la  condition  y  >»  -  tanga,  réalisée  poury  =  -  • 

Il  y  a  donc  roulement  sans  glissement  et  le  mouvement  des 
deux   corps    est    uniformément   accéléré,  l'accélération    étant 

égale  "a  -  g. 

1 

(P-X 

Si   le  frottement   était  tel    qu'on  eut  — -; —  =r  o.  il    y  aurait 
équilibre.  On  aurait,  dans  ce  cas, 

1  sina 


sina  -+-  cosa 


3  •     y.       <î 

et,  pour  tanga  =  -  ,  on  aurait/  =  -• 

Epreuve  pratique.  -  Un  fil  flexible^  de  poids  négli- 
geable^ ABGDE,  est  attaché  par  ses  deux  extrémités,  A  et  E, 
à  deux  points  fixes  K  et  ^  situés  sur  une  même  horizon- 
tale. Les  quatre  longueurs  AB,  BC,  CD,  DE  sont  égales 
chacune  au  côté  de  V octogone  régulier  inscrit  dans  un 
cercle  dont  le  diamètre  serait  AE. 

On  suspend  au  point  G  un  poids  de  lo''^;  quels  poids 
faut-il  suspendre  en  B  et  D  pour  que  le  fil  prenne  la 
forme  d'un  demi-octogone  régulier?  On  calculera  ces 
poids  à  i^  près. 

Solution. 

(Novembre  1914-) 


SOLITIONS  DE  OUESTIO^S  PROPOSÉES 


1908. 

(1901,  p.  48.) 


Un  point  matériel  est  sollicité  par  une  force  centrale 
qui  est  fonction  de  la  distance  du  point  au  centre  fixe  et 
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est  exprimée  par  f(r)  :  démontrer  que  le  rayon  de  cour- 
bure des  courbes  tautochrones  pour  ladite  force  est  donné 
par  la  formule 

p        rdrl    y  U'2(r)J      ^    ^ 

après  avoir  posé 


U(r)=  f  y(r)dr, 


/'o  étant  le  rayon  vecteur  correspondant  au  point  de  tau- 
tochronisme.  V'ittorio  Nobile. 

Solution 

Par  UN  Abonné. 

Prenons  dans  le  plan  un  système  de  coordonnées  polaires/' 
et  6,  ayant  pour  origine  le  centre  fixe.  La  condition  de  tauto- 
chronisme  donne  la  relation 

(i)  U(/')-U(/-o)= — —^ 

qui  n'est  autre,  au  fond,  que  l'équation  de  la  courbe  dans  le 
système  de  coordonnées  /'  et  s. 

D'autre  part,  d'après  une  formule  connue,  le  rayon  de  cour- 
hure  p  est  égal  à 

rdr 

où  p  désigne  la  distance  du  pôle  à  la  tangente  de  la  courbe. 
Kn  appelant  V  l'angle  sous  lequel  le  rayon  vecteur  coupe  la 
courbe,  on  a 


.    ,,        rV/O  /  dr-^ 


ds  V  ds- 


dr 
En  tirant  la  valeur  de  -z-  de  la  relation  (  i)^  ^n  la  portant  dans 

la  relation  précédente  et  remplaçant  ensuite />,  dans  l'expres- 
sion du  rayon  de  courbure,  par  sa  valeur,  on  trouve  la  for- 
mule demandée. 


(')    Formule    rectifiée    (voir    Nouvelles   Annales^    1901,    p.    192, 
errata). 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  \VI.  (Octobre  1916.)  29 
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1950. 

(  1902,  p.  r)-6.) 

D' un  point  M  du  plan  d'une  ellipse  on  peut  mener  huit 
droites  coupant  l'ellipse  en  Ni,  N2,  N3,  ...,  Ng,  sous  un 
angle  constant  0.  Le  lieu  des  points  M  tels  que 

8 


MN,: 


const. 


est  une  conique. 


E.-N.  Bauisien. 


Solution 

Par  UN  Abonnk. 


Soient  a,  p  les  coordonnées  de  M  et  oci^ yt  (t  =  i,  2,  3,  . .  .,  8) 
celles  des  points  Ni,  N.2,  N3,  .  .  .,  Ns- 

En  désignant  par  m  et  ni  les  coefficients  angulaires  de  la 
tangente  à  l'ellipse  au  point  Nj  et  de  la  droite  MN/  et 
posant  tangO  =  /r,  on  doit  avoir 


m  —  m 


1  +  mm 


±k. 


Choisissons   le  signe  -h,  remplaçons  m  par  sa   valeur  et  sup- 
primons   provisoirement  l'indice   i   pour   simplifier   l'écriture, 

nous  trouvons 

ka'^y  H-  b'^x 


m  = 


kf'  X  —  a'^y 


En    exprimant  que  cette  droite,   de  coefficient  angulaire   m', 
passe  en  M,  nous  obtenons 

b"^ x"-  -\- kc''' xy  +  d'^y^-^  b'Uk^  —  a)x  —  a'^{koL  +  ^)y  =  0. 

En  éliminant  successivement  x  el  y  entre  cette  équation   et 
celle  de  l'ellipse 


X' 


a' 


^2 


o, 


on  arrive  au\  deux  équations 

Â-2  c*  .r '►  —  1  k  a^-  6-2  (  A  a  -f-  p  )  ic3 

-+-  a-^[a^ka-h  ^y--hb^'{k^  —  ol^  —  k'^ c'']x^' 

-+-  b'-lb'-ik'^  —  a)2+  a'^(ka-{-  [3)2  —  k^c'^]y'^ 
qui  donnent  les  x  et  les  jk  des  points  Ni  à  N4. 


=  o, 
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En  y  changeant  le  signe  de  k  on  obtient 

k'^c'^x'*-^-  ika^c^i—  k(x  -H  ^)x^ 

-ha2[«2(_^-a_4_  p^2_|_^2(X-p  -i-a)2_A:2  c^]  ^2  _!_...  =  o, 

-+-   A2[^2(/,-p  +  2t)2  -4-   a^{k(l  —   [3)2  —   /c2ci]j^2  _,_.  .  .  =  <)^ 

qui  fournissent  de  nriêuie  les  coordonnées  des  points  Ng  à  Ng. 
Gela  posé  on  a 

8*8 

1  1 

c'est-à-dire 

8  8  8  8 

1 
ou  bien 


1  1 

8  /     4 


4  -^   2 


r 


2^'- 


1        \  1 

8  \    2  4 


\     5 


fi 


2^ar,a?2  —  ^2^ 


5a?6 


1 


2r.J^2-^2 


jsrs- 


Cette  quanlité  doit  être  égale  à  une  constante  'iA2. 

Si,  au  moyen  des  équations  ci-dessus,  on  calcule   les  quan- 
tités qui  y  figurent,  on  trouve  d'abord 


2-= 


4^/2  a 


^ 


yi=  — 


4^2  [3 


c- 


En  calculant  ensuite  les  autns  (juantilés  et  les  remplaçant 
dans  la  relation  proposée,  on  trouve,  après  réductions  et  sim- 
plifications, que  le  lieu  du  point  IVI(a,  p)  a  pour  équation 

a2/'a2-  2^2-  -^J -h  [i2A^.a2_  62^1-  ^\  =  cHli-^^-a-^-  b^). 
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C'est    une   conique   ayant    mêmes   axes   et    même    centre    que 
l'ellipse  donnée. 

Rewauques 
Par  l'AuTEUR. 

I.  Le  lieu  des  points  M  tels  que 

k 

V  MI\,-  =  const.  =:  4/?2 

1 
est  la  conique 

H ^— T -{a^  -^b^) xy  =  c^{ip^-  —  a"^—  b^). 

II.  Le  lieu  des  points  M  tels  que 

8 

VmN/=  const.  =  4<:/2 

5 

est  la  conique 

'—j -{a'^-^  b^-)rj  =  cH'iq^-a-^-b^^). 


b"' 


III.   Si  /t^zrr  ______  lorsque  a>  b  \/-i^  la  conique  du  lieu 


1 

se  compose  alors  d'un  système  de  deux  droites  parallèles  au 
grand  axe. 

IV.  Si  k=zt.\,  cette  conique  devient 

«H^'—  36.2)  ^  ^32(;î«2_  /,2)  ^  c2(/f2_  a-i-b^). 
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V.  Si  h'  =  a'^+  b^,  quelle  que  soit  la  valeur  de  A,  la  conique 
se  compose  de  deux  droites  qui  passent  par  le  centre  de  l'el- 
lipse donnée. 

VI.  Les  relations 

8  H 

4  «2  a  ^  4  62j3 


sont  indépendantes  à  la  fois  de  l'angle  dont  la  tangente  est  A, 
et  de  la  longueur  h. 

Il  en  résulte  que  :  le  rapport  de  f  ordonnée  {ou  de  l'ab- 
scisse) du  centre  des  moyennes  distances  des  huit  points^i 
à   l'ordonnée  {ou    l'abscisse)   du  point  M   est  constant  et 


égal  a  — -  (  ou 


VII.   On  a  aussi  la  curieuse  relation 

4  8 

1                                  5  .  «^ 

-l =   -1 =  C^"^t-  =   ^ 

1  5 

Vm.  On  trouve  encore  les  lieux  suivants  : 

1"  Le  lieu  des  points  M  tels  que 

Xx  x^x^Xi^  =  const., 
ou  7ijK-^jK3jK4  =  const.. 
ou  375  a^o -^7  ^'8  =  const., 
oit^     yr>r6y-.y»  =  const. 

se  compose  chacun  de  deux  droites  parallèles, 
y,"  Le  lieu  des  points  M  tels  que 


ZlZlZlZl^  const. 

X\      X-y      Cl  1      a  'j 
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ou 


const. 


Zl  Zl  Zi  Zl 

Xr^      Xq      X-j      .Tg 

est  chacun  une  hyperbole. 

2012. 

(  1905,  p,   144.) 

Le  polyèdre  homogène  à  un  seul  côté  de  Môbius  a  six 
sommets  pentaèdres  A,  B,  G,  D,  E,  F,  et  dix  faces  trian- 
gulaires 

BGD,     GDE,     DEF,     EFB,     FBG, 

ABD,     ADF,     AFG,     AGE,     AKB, 

en  mettant  par  exemple  en  évidence  l'angle  pentaèdre 
en  A.  La  quadrique  qui  touche  les  plans  des  faces  autres 
que  EFD,  et  celle  qui  touche  les  plans  des  faces  autres 
que  EFB,  ont  leurs  points  de  contact  avec  le  plan  ADB  en 
ligne  droite  avec  A,  puisqu'elles  touchent  cinq  mêmes 
plans  issus  de  A;  démontrer  que  le  conjugué  harmonique 
de  A  par  rapport  à  ces  points  de  contact  est  sur  DB.  {On 
peut  remplacer  A  par  G.)  G.  Fontené. 


Solution 
Par  l'Auteur. 

Le  polyèdre  de  Môbius  a  un  seul  côté,  et  l'on  a 

F  +  S  =  A-f-i. 

On  peut  l'obtenir  en  partant  d'une  ligne  brisée  pentagonale 
BGDEF  dont  on  mène  les  diagonales  pour  avoir  cinq  faces; 
ces  diagonales  fornnent  une  ligne  brisée  pentagonale  BDFGE, 
et  les  cinq  dernières  faces  sont  les  triangles  qui  ont  pour 
bases  les  côtés  de  cette  ligne  brisée  et  pour  sommet  un  point 
donné  A. 

i^es  deux  points  A  et  G  jouent  le  même  rôle  dans  la  ques- 
tion, et  il  en  est  de  même  des  deux  points  B  et  D;  nous 
prendrons  le  tétraèdre  ABGD  comme  tétraèdre  de  référence. 
Gomme  il  s'agit  de  quadriques  tangentes  à  des  plans,  nous 
emploierons  des  coordonnées   tangentielles;  les  coordonnées 
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langentielles  m,  ç»,  iv,  r  d'un  plan  étant  les  produits  par  des 
constantes  des  distances  des  points  A,  B,  G,  D  à  ce  plan, 
l'équation  taiigentielle  d'un  sommet  A  est  ii  =  o,  c'est-à-dire 
que  la  coordonnée  u  est  nulle  pour  tout  plan  passant  en  A, 
les  équations  tangentielles  d'une  arête  AB  sontw=o,  ç=o, 
c'est-à-dire  que  m  et  p  sont  nulles  pour  tout  plan  passant 
par  AB,  et  enfin  on  a  m  =  o,  (^  =  o,  ir  =  o  pour  le 
plan   ABC. 

Les  deux  quadriques  sont  tangentes  aux  plans  BDC,  BDA; 
la  seule  coordonnée  non  nulle  étant  u  pour  le  premier  plan, 
w  pour  le  second,  les  équations  tangenlielles  des  deux  qua- 
driques manquent  de  termes  en  u-  et  en  w'^;  si  l'on  met  en 
évidence  les  plans  tangents  menés  par  AC{u=o,  (p=o), 
ces  équations  sont  de  la  forme 

(')  (^  -^  ur)(r  -h  mv)-\-  v{au  +  cw)  -f-  /"(a?i  -h  y  tv)-f-  kuw  =o. 

Les  deux  quadriques  ont  cinq  plans  tangents  communs 
issus  de  A,  donc  même  cône  circonscrit  de  sommet  A  {u  =  o); 
même  obseivalion  pour  le  sommet  G((v=o);  si  l'équation 
ci-dessus  représente  la  première  quadrique,  on  aura  l'équa- 
tion de  la  seconde  en  remplaçant  k  par  k' . 

Les  points  de  contact  M  et  M'  avec  le  plan  ABD  ont  pour 
équations/[y  =  o,  cp|^=o,  ou 

Ci'  -+-  Y  r  -i-  /i  a  =  o,         cv  -\-  -^  r  -^  k'  u  =^  o  \ 

le  point  A  est  sur  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  (on  le 
sait  a  priori),  ainsi  que  le  point  N  qui  a  pour  équation 
cv  -\-  ^( r  =o,  point  situé  sur  BD;  M  et  M'  seront  conjugués 
par  rapport  aux  points  A  et  N  si  l'on  a 

k  -4-  k'  =  o. 

Le  point  R  est  I  intersection  des  trois  plans  tangents  EBA, 
EAC,  ECD,  et  le  point  F  est  l'intersection  des  trois  plans  tan- 
gents FDA,  FACî,  FCB.  On  a  pour  les  trois  plans  qui  se 
coupent  en  E 

u  =  o,  V  =:  o,  IX r  -+-  Y  "'  =  o, 

u  =  o,  w  =  o,  V  -h  [xr  =  o, 

w  =  o,  r  =  Oj         nw  -h  au  =  o  ; 
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et,  pour  les  trois  plans  qui  se  coupent  en  F, 


a  =  o, 

r  =  o, 

mp  +  cw  =  0, 

M  =  o, 

IP  =  o, 

r  +  mv  =  0, 

w  =  o, 

i>=0, 

ixr  -\-  au  =  o; 

l'équation  tangentiellc  du  point  E  est  alors 

( E )  mp  -+-  au  -h  77i{iJir  +  ^(  w)  =  o, 

et  celle  du  point  F  est 

(F)  ixr -+■  au -h  ix(mi^ -\- cw)  =  o. 

La  première  quadrique  doit  être  tangente  au  plan  EFB,  la 
seconde  au  plan  EFD.  L'équation  du  point  B  étant  (^  =  0,  les 
équations 

au  -h  m  (  [i  r  -{-  ^(  w)  =  o ,         (  [x  r  -+-  a  u)  -+-  [xcw  =  o, 
[xr^  -+-  r(y.u  -h  y  '^  )  "*~  ^' "  ^'^  =  ^ 

doivent  être  compatibles;  la  dernière  peut  s'écrire 

r(ixr  -h  uu)^( wr  -h  kuw  =  o, 

et  elle  devient,  en  tenant  compte  de  la  seconde  et  en  suppii- 
mant  le  facteur  w  qui  n'est  pas  nul, 

(y  —  \t.c)r -\- ku  =  o\ 

on  doit  donc  avoir,  en  considérant  les  trois  équations  linéaires 
et  homogènes  en  m,  w^  r, 


ou 


a     m  y        f?i  [i 
a      [ic  [j. 

k       o      Y  —  ixc 


=  o 


(y  —  ixc){mixk  4-  ixac  —  /nay)  =  0, 

ay        ac 
(j.  m 

Si  l'on  échange  «^  et  r  dans  l'équation  (r),  en  échangeant 
les  lettres  romaines  et  les  lettres  grecques,  cette  équation 
se  reproduit;  les  mêmes  échanges  ne  font  qu'échanger  les 
points  E  et  F;  il  en  résulte  que,  pour  la  seconde  quadrique 


(  44.  ) 

qui  doit  être  tangente  au   plan  EFD,  tandis   que   la  première 
était  tangente  au  plan  ËFB,  on  a 

k  =  —  —  —  =  —  k  î 
ni  (JL 

c'est  ce  qu'il  fallait  obtenir. 

2243.         / 

(Énoncé  complète  :  voir  1915,  p.   m"?  et  1916,  p.  /17.) 

Étant  données  deux  droites  D  et  ^.  rectangulaires ,  ne  se 
rencontrant  pas,  et,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  D, 
un  cercle  G  ayant  son  centre  O  sur  celte  droite,  on  consi- 
dère la  surface  réglée  du  quatrième  ordre  ayant  pour 
directrices  D,  A  e^  G  {bien  connue  en  stéréotomie  comme 
constituant  l'intrados  de  la  voàte  dite  «  arrière -voussure 
de  Montpellier  ))). 

Démontrer  «  géométriquement  »  : 

i"  Que  la  section  de  cette  surface  par  tout  plan  perpen- 
diculaire à  D  est  une  conchoïde  de  Nicomède  de  pôle  O  ; 

1"  Que  la  section  de  la  surface  par  tout  plan  P  conte- 
nant le  diamètre  de  G  parallèle  à  A  est  une  conique  dont 
la  projection  sur  le  plan  11  de  G  rencontre  ce  cercle  en 
deux  points  fixes,  réels  ou  imaginaires,  admet  pour  foyer 
le  point  O  et  pour  directrice  correspondant  à  ce  foyer  la 
projection,  sur  le  plan  11,  de  la  trace  du  plan  P  sur  celui 
mené  par  A  parallèlement  à  W.  M.   n'OcAGNK. 

Solution 
Par  M.  J.  Lemairk. 

i"  Prenons  le  plan  sécant  pour  plan  horizontal  de  projection, 
et  un  plan  perpendiculaire  à  A  pour  plan  vertical,  et  soient 
{d,  d'),  (o,  ô'),  {c,  c')  les  trois  directrices  de  la  surface;  cons- 
truisons une  génératrice  qui  s'appuie  sur  elles  en  {d,  a'), 
(6,  o')  et  (e,  e')  respectivement,  et  a   pour  trace  horizontale 

{m,  m')  ;  on  a 

mh       m' o' 

=  — ; — :  =  consl  , 

me       m  e 

soient  A  cette  constante  et  /  le  ijoinl  de  oni  tel  que  ^  —  /,  en 
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désignant  par  g  le  point  diamétralement  opposé  à  e  sur  le 
cercle  c,  et  par  (o,  o')  le  centre  du  cercle. 


Sur  la  droite  om,  prenons  le  point  jj.  tel  que  m  {x  =  o/,  et 
prouvons  que  le  lieu  de  [jl  est  une  droite  :  les  segments  de 
droite  qui  entrent  dans  les  égalités  étant  supposés  affectés  de 
signes,  nous  pouvons  écrire 


d'où 


c'est-à-dire 


h  m 


mb 

=  k.me, 

mu 

=  A-.^/, 

m  IX 

=  k{em  +  gf), 

=  k(em  -h  ^0  -h  o/), 

=  k(oe  H-  em  -+-m  p.), 

è[Jl  =  A'.OfJL, 


égalité  qui  prouve  que  jji  décrit  une  parallèle  à  6,  et,  puisque 
mjjL  a  une  longueur  constante,  que  le  lieu  de  m  est  une  con- 
choïde  de  Nicomède, 
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2"  Le  plan  P  est  de  bout,  et  sa  trace  verticale  p'  passe  en  o  ; 
(n,  n!)  étant  le  point  où  il  coupe  la  génératrice  considérée 
ci-dessus,  il  s'agit  d'obtenir  le  lieu  de  n. 

Soient  (/,  /')  la  droite  de  bout  du  plan  P  située  dans  le  plan 

horizontal   contenant  1,   ni  la   distance  de   n  à  /,  q'  et   /''  les 

points  où  la  ligne  de  rappel   na'  rencontre  c'  et  o'/',    k'   celui 

où   la   ligne  de   rappel   de  ô'  rencontre  c',   k   et   }i  les  points 

communs  à  cette  ligne  et  à  c,  s  la  projection   de  k  sur  /;  la 

figure  donne 

no        no 

ni        r'  r 

r  l       q' o'       no 

0  /         e  o         eo 

d'où 

no        eo       ko 

— ^  =  ^vT,  =  7-  =  f^onst.  ; 

m       0  /        ks 

le  lieu  de  n  est  donc  la  conique  admettant  o  pour  foyer,  /  pour 
directrice  coirespondante,  et  passant  par  les  points,  réels  ou 
imaginaires,  où  la  droite  8  coupe  le  cercle  c. 

Antres  solutions  de  MM.  R.  Bouvaist  et  M.  Fauchkux. 

2246. 

(1915,   p.   144.) 

On  fait  rouler  intérieurement  un  cercle,  de  rayon — , 

sur  un  cercle  de  rayon  a  et  Von  demande  :  V enveloppe 
d'un  diamètre  du  cercle  mobile  invariablement  lié  à  ce 
cercle;  le  lieu  des  extrémités  de  ce  diamètre. 

F.  Balitrand. 

Solution 
Par  M.  J.  Lemaire. 

01                  -1    /c'N  1                   ,       (n  -h  I  )r 
Kappelons  que  si  un  cercle  (S  )  de  rayon  /•  =  roule 

sur  un  cercle  fixe  S  de  rayon  r,  n  étant  un  nombre  entier,  de 
manière  ([ue  ces  cercles  soient  tangents  intérieurement,  tout 
point  du  cercle   mobile  déciit  une  épicycloïde  à  n  rebrousse- 

I      C'/    j  "        {n—  \)r 

menls,  et  que  si    un  cerc'le  S     de   lavon  /•    =  roule 

n 

sur   le   nïème   cercle   Wxt  (S),  ces  deux  cercles  étant   encore 
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tangents  intérieurement,  tout  point  du  cercle  mobile  décrit 
une  hypocycloïde  à  n  rebroussements. 

Donc  si  r  =  a,  et  r'  =  — ,  les  extrémités  d'un  diamètre  MM' 

du  cercle  (S')  décrivent  chacune  une  néphroïde;  les  points  de 
rebroussement  de  ces  deux  épicycloïdes  sont  les  extrémités 
de  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle  (S), 


D'autre  part,  on  sait  que  si  un  cercle  (S')  rouie  sur  un  cercle 
fixe  (S),  un  diamètre  MM'  du  cercle  uiobile  enveloppe  la 
courbe  décrite  par  un  point  du  cercle  (S),  de  rayon  moitié  de 
celui  de  (S'),  touchant  (S)  au  même  point  et  de  la  même 
manière  que  (S')  [voir,  par  exemple,  le  Cours  de  Géométrie 
de  Mannheim]. 

Dans  le  cas  actuel,  le  rayon  de  (S)  valant  -— >  MM'  cnve- 

4 

loppe  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements  qui  se  con- 
fondent avec  les  rebroussements  des  deux  épicycloïdes  précé- 
dentes. 

Nous  allons  établir  autrement  ces  résultais  :  soient  O  le 
centre  du  cercle  fixe  (S),  G'  celui  du  cercle  mobile  (S')  pour 
une  position  arbitraire  de  ce  cercle,  RM  l'arc  de  la  courbe  (  E) 
lieu  de  M  à  partir  de  la  position  où  ce  point  coïncidait  avec  le 
point  de  contact  des  deux  cercles,  y  le  point  de  contact  de  (S) 
et  (S'),  G  le  point  diamétralement  opposé  à  y  sur  (S  ),  (A)  le 
cercle  de  centre  O  et  de  rayon  2«,  qui  touche  (S')  en  C; 
M  Y  est  la   normale  en   M  à  (E),  MG  la   tangente;  si   B  est  le 
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second  point  où  MG  coupe  (A)  et  ^  le  second  point  où  iMy 
coupe  (S),  OB  passe  en  ^  et  est  parallèle  à  MM'.  Le  rayon  OR 
coupant  (A)  en  K,  prenons  dans  le  sens  de  B  vers  G,  l'arc  KA 
égal  à    un    quadrant;    si   to   désigne   la    mesure   en    degrés   de 

/\ 

l'angle   Oy(3,   l'arc  -(M   vaut  ([80 — aw)  degrés,   l'arc  yR  de 

3 
mênje  longueur  vaut-(i8o  —  7.oj)  degrés;  par  suite,  l'arc  BK 

vaut,  comme  l'arc  BR,  un  nombre  (le  degrés  égal  à  la  diflé- 
rence  des  nombres  qui  expriment  les  arcs  y  H  et  y^,  c'est- 
à-dire  (90  —  to)  degrés. 

Il  en  résulte  que  l'arc  AB  contient  to  degrés;  et  puisque 
l'arc  BG  en  contient  2to,  l'arc  AG  est  le  triple  de  l'arc  AB  : 
donc,  d'après  le  mode  de  génération  tangentielle  des  épicy- 
cloïdes,  la  droite  BG,  tangente  en  M  à  la  courbe  (E)  lieu  de 
ce  point,  enveloppe  une  épicycloïde  à  deux  rebroussements, 
dont  les  sommets  sont  les  points  A  et  A'  diamétialemcnt 
opposés  de  (A)  et  les  rebroussements  les  points  R  et  R'  dia- 
métralement opposés  de  (S). 

Le  lieu  de  M'  est  la  courbe  obtenue  en  faisant  tourner  la 
précédente  de  90"  autour  de  0. 

Observons  que  M  est  au  quart  de  BC  à  partir  de  B. 

Il  serait  aisé  d'obtenir  pour  l'enveloppe  de  MiM'  un  mode 
de  génération  tangentielle  analogue;  mais  on  peut  aussi 
trouver  cette  enveloppe   comme   il   suit   :   N  et  N'  désignant 

les    points  où    MiM'    coupe    RR'  et   AA',    l'angle    0^'N    vaut, 

comme  AOB,  oj  degrés;  0  0' ÎS'  =  GOB  =  'i'o;  si  donc  I  est  le 

point  de  NN'  tel  que  01  IN  =  2oj,  ce  point  est  le  milieu  de  NN'; 

et  comme  01  =  00'  =  — >  le  segment  de  droite  NIN'  est  égal 

au  rayon  «  de  (S),  et  la  droite  MM'  enveloppe  riiypocycloïde 
ayant  pour  rebroussements  les  points  R  et  R'  de  ce  cercle  et 
les  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  à  RR'. 

Autre  solution,  de  l'auteur. 

2251. 

(  1<U5,  p.  291.) 


Les  coordonnées  tétraédriques   d'une  droite   MM'  étant 
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les  quantités 

l  z=  yz' — zy\         m  —  zx'  —  xz' y         n  =  xy'  —  yx', 
X  =  xt' —  tx'y 

la  quadrique  qui  a  pour  équation  ponctuelle 

kx^^  Bjk2+  Cz2-h  D^2:^o 
a  pour  équation  en  coordonnées  de  droites  tangentes 

(/ v/BG  +  A  v/ÂD)' +  ('^  v/CÂ  +  ;jL /BD)' +  .  .  .  =  o, 

ou  encore 

(/ /BG  —  X  v/âD)'  + (m  v/GÂ  —  fJL /BD)'-!-.  .  .  =  o 

avec 

y/BG  v/ÂD  =  v/CÂ  v/BD  =  /ÂB  y/CD. 

Les  génératrices  sont  données  par  les  relations 

l  y/BG  =  eX  v/ÂD 

m  y/GA  =  £[ji  y/BD         (/X  -4-  ni\i.  -h  /iv  —  o). 

n  y/ÂB  =  £V  y/GD 

g.  fontené. 

Solution 

Par  M.  R.  Bouvaist. 

L'équation  aux  p  des  points  d'intersection  de  MM'  avec  la 
quadrique  donnée  est 

p2(A:r2-^Bj2+  Gs2+  D^2) 

+  i^{\xx' -^  Byy'-h  Czz' -V-  Dit') 

-+-  A  .-r'2  +  By2  +  G3'2  H-  D^'2)  =  o. 

MM'  sera  tangente  à  cette  surface  si  l'on  a 

(Axx'+  Byy'-+-  Czz'-h  Dtt'f 

—  (A.x-^-\-  BjK-2-hGz2+D<2) 

X  (A^'2+  By2_^  GV2_,_  D^'2)  =  o, 
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expression  qui  peut  s'écrire 

XB{xy  —  yx'Y  -+-  AG ( xz'  —  zx'Y  -^  >Sy{xt'  —t x'Y 

-h  BG(j/z'—  zy'f+  80(7^'—  tyf-^Ç.\^{zt'—  tzf  =  o, 

ou  encore,  en  supposant 


v/BG  /ad  =  /GA  v/BD  =  /AB  v/GB  =  /ABGD, 
(  /  /ÎIG  it:  X  v/ÂD )'  +  [ m  y/GA  d=  (jl  /BD ]' 

-^[  ny/ÂBdi  vv/GDp=o, 

/  X  +  wi  [Jl  -+-  n  V  ^  o. 


puisque 
Et  si  l'on  a 


/  /BG  =  eX  v/ÂD, 
m  v/gX  =  e|ji  v/BD, 
nv/ÂB  =  ev/GD, 

la   droite  MM'  sera   sur   la   surface   considérée,   on    retrouve 
ainsi  les  deux  systèmes  de  génératrices. 


2259. 

(  1915,   p.    477.) 

Soit  F*QR  le  triangle  formé  par  les  tangentes  aux  pieds 
des  normales  à  une  ellipse  (E)  issues  d'un  point  de  cette 
ellipse.  Démontrer  que  le  triangle  PQR  est  inscrit  à  une 
ellipse  passant  par  les  sommets  de  la  développée  de  (E). 

T.  Ono. 

Solution 
Par  M,  J.  Lemaire. 

Gette  proposition  a  été  obtenue  comme  conséquence  de  la 
question  1816.  Mais  en  voici  une  démonstration  directe  : 
soit  M(a,  P)  un  point  d'où  parlent  quatre  normales  MA,  M/?, 
M^',  Mr  à  l'ellipse  (E);  les  tangentes  à  l'ellipse  aux  pieds  de 
ces  normales  forment  un  quadrilatère  complet  dont  P',  Q',  R' 
sont  trois  sommets  situés  sur  la  tangente  en  yV,  et  P,  Q,  R 
les  trois  autres  sommets  respectivement  opposés  aux  précé- 
dents; les  coordonnées  de  ces  points  sont  liées  à  celles  de  M 
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par  les  formules  de  Desboves 


a  = 


P^ 


a^yi  _|-  62^2 


Si  nous  écri\ons  que  M  esl  en  A  sur  l'ellipse,  nous  obtenons 
le  lieu  géométrique  de  ces  sommets 

c*  62 x'^  {y^  —  62)2  _4_  ci  a2jK-  (^'^  —  a^f  —  a^  b^  {a'^y'^  -+-  h^-x'^f  =  o 


ou 


(C*^2j2__  h^x'^  —  a6jK2)(a2^2_^   ^2j^2_ci) 


Le  premier  facteur  donne  le  lieu  de  P',  Q',  R'  qui  est  le  lieu 
des  pôles  des  normales  de  (E);  l'autre  donne  le  lieu  de  P,  Q,  R 

«2  .r-  +  ^2^2  __  ci  =  o, 

c'est  l'ellipse  ayant  pour  sommets  les  points  de  rebroussement 
de  la  développée,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

On  peut  encore  l'établir  comme  il  suit  :  on  sait  que  P  est 
le  centre  de  A/?,  en  appelant  centre  d'une  droite  le  point 
dont  les  projections  sur  les  axes  sont  symétiiques,  par  rapport 
à  l'origine,  des  traces  de  la  droite  sur  les  mêmes  axes.  Si 
donc  M  vient  en  A,  sur  l'ellipse,  P,  Q,  R  sont  les  centres  des 
normales  issues  de  A;  or  nous  avons  démontré  {N.  A.,  igiS, 
p.  3o4)  que  le  lieu  des  centres  des  normales  est  l'ellipse  qui 
a  ses  sommets  aux  points  de  rebroussement  de  la  développée 
de  (E);  rappelons  aussi  que  les  normales  à  cette  ellipse  aux 
points  P,  Q,  R  concourent  et  que  le  cercle  passant  par  ces 
points  contient  le  centre  de  (E)  (TV.  A.^  I9i5,  p.  3o8  et  3i2). 

Autre  solution  de  M.  K.  Bouvaist.  Voir  aussi,  p.  84,  Corresp., 
M.  F.  Balitrand. 


ERIUTI]]!. 


1910,  page  389,  ligne  \j-,  au  Lieu  de  191 '1,  lire  iBg'j 
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[M'5ka] 

SIR  wm 

MANIÈRE  DE  CONSTRUIRE  LES  CURIQIES  CIRCULAIRES  ; 

Par  m.  F.  Gomes  TEIXEIRA. 


1.  Le  nombre  des  méthodes  qu'on  a  données  pour  la 
conslruction  des  cubiques  circulaires  non  unicursales 
est  bien  petit.  Casej  en  a  donné  une  dans  les  Transac- 
tions of  the  Royal  Irish  Academy  (t.  XXIV,  1867), 
que  nous  avons  exposée  dans  notre  Traité  des 
courbes  spéciales  (t.  I,  p.  80),  et  Czuber  en  a  donné 
une  autre  dans  le  Zeitschrift  fiir  Mathematik 
(t.  XXXII,  1887),  laquelle  a  été  indiquée  par 
M.  Loria  dans  son  Spezielle  Ebene  Kurven  (t.  I, 
p.  34).  Il  ne  sera  donc  pas  inutile  d'en  donner  ici 
une  autre  qui  n'a  pas  été  encore  signalée,  croyons- 
nous. 

La  méthode  que  nous  allons  exposer  est  basée  sur 
le  théorème  suivant  : 

Prenons  sur  un  plan  quatre  points  A,  B,  A,,  B, . 
Par  le  point  B  menons  une  droite  (D)  de  direction 
arbitraire  et  désignons  par  C  le  point  où  elle  coupe 
la  droite  AA,.  Ensuite  marquons  sur  cette  droite 
un  point  C,  tel  que  le  rapport  des  distances  de  C 
et  C,  au  point  A  soit  égal  à  une  constante  donnée  c, 
et  décrivons  une  circonférence  passant  par  A,,  B, 
et  C,.  Cette  circonférence  coupe  la  droite  (D)  en 
deux  points  qui  décrivent  une  cubique  circulaire^ 
quand  la  direction  de  la  droite  varie. 

Ann.  de  Mallitmat.,  4'  série,  t.  XVI.  (Novembre  1916.)       3o 
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Prenons  pour  origine  des  coordonnées  orthogonales 
le  point  A  et  pour  axe  des  abscisses  la  droite  AA,,  et 
désignons  respeclivement  par  (a,  6),  (/i,  o),  («<,  6,) 
les  coordonnées  des  points  B,  A|  et  B,.  L'équation 
d'une  droite  arbitraire  (D)  passant  par  B  est 

(i)  y  —  b  =  m(cc  —  a), 

et  cette  droite  coupe  l'axe  des  abscisses  en  un  point  C 
dont  l'abscisse  est  déterminée  par  l'égalité 

b 

Xi=  a • 

m 

L'équation  d'un  cercle  passant  par  le  point  A,  et 
ayant  le  centre  en  un  point  (a, ,  p,  )  est 

et  la  condition  pour  que  ce  cercle  passe  par  le  point  Bi 
est,  par  suite, 

aj  +  6f  —  loLiUi —  2[iièi  =  h'^  —  ihci.\. 

Donc,  en  supposant  b{  différent  de  zéro,  l'équation 
des  cercles  passant  par  A,  et  B,  est 


(^) 


b i{x^ -^ y-)—  lOL^b ix  —  {a^^  ^ b-^  — iaia.^-\-2.hoLx  —  h^)y 
=  bi{h^—'ihoLi). 


Ce  cercle  coupe  l'axe  des  abscisses  au  point  A,  et 
en  un  autre  point  G,   dont  l'abscisse  est  déterminée 

par  l'équation 

X2  =  2  ai —  A, 

et  l'on  a  par  hypothèse 

(3)  ^  =      ^^^  ~  ^'      =c. 

Xi        m(2ai — h) 

En   éliminant  maintenant  m  et  a,    entre  les  équa- 


I 
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lions  (i),  (2)  et  (3),  on  obtient  l'équalion  du  lieu 
décrit  j)ar  les  points  d'intersection  de  la  droite  (D)  et 
du  cercle  considéré,  quand  h  varie,  savoir  : 

\{ch  -V-  a){y  —  h) —  h{x  —  a)\\h\X  -\~{^h  —  «i)jk  —  hb^ 
=  c(y  -  b)\b,{x'^-^y^)-{a\^  b\-  h'^)y  -  b,h^-l 


(4) 
ou 


/   cb^{x'^-^y^)y 

\       =bbi(c^—i)x^-{-[(ch-^a)bi — b{h  —  ai)]xy 
^^'   J  -^[c(a\^  b]-\-  bbi—  hai)-h  aih  —  ai)]y^ 

\  -f-  bb^  h(  I  —  c)x  -{-[bc{hai  —  «f  —  b'\)  —  ahbi]y. 

On  voit,  au  moyen  de  l'équation  (4),  que  la  courbe 
cherchée  passe  par  les  points  A,  A,,  B,  B,  et^  au 
moyen  de  l'équation  (5),  qu'elle  est  une  cubique  cir- 
culaire, dont  l'asymptote  est  parallèle  à  la  droite  AA,. 

2.  En  passant  maintenant  à  la  question  inverse, 
considérons  la  cubique  circulaire  représerjtée  par 
l'équation 

(6)         (^'^-hy''^)y  =  Hx'^-h  Kxy  +  L72  +  Mx  -^  Njk, 

rapportée  à  un  système  d'axes  orthogonaux  qui  ont 
pour  origine  un  point  de  la  courbe  et  pour  axe  des 
abscisses  une  parallèle  à  l'asymptote  réelle. 

Les  conditions,  pour  que  les  cubiques  représentées 
par  les  équations  (5)  et  (6)  soient  identiques,  sont 

b(c  —  i)  =  Uc,         hb(\  —  c)=Mc, 

c(af-l-  6|-4-  bbi  —  hai)-i-  a  (h  —  «1)  =  Lc^i, 

{ch  -\-  a)bx  —  b{h  —  a^)  =  Kcb^, 

bc(/iai  —  a]  —  b\) —  ahbi  —  Nc/^f 

Nous  avons  donc  cinq  équations  pour  déterminer 
les  six  constantes  c,  c/,  b,  «,,  /v,.  A,  dont  une  reste 
par  conséquent  arbitraire;  et,  comme  une  de  ces 
équations  peut  être  remplacée  par  celle  qui  exprime 
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que  (a,  b)  est  un  point  de  la  cubique,  on  voit  qu'on 
peut  prendre  le  point  (a,  b)  arbitrairement  sur  la 
courbe. 

Les  deux  premières  équations  donnent 

_  M  _       h 


H'  6  — H 

et  déterminent  donc  c  et  h. 

Les  deux  dernières  équations  font  voir  que  le 
point  (a<,  b^)  est  l'un  des  points  d'intersection  de  la 
droite  représentée  par  l'équation 

(7)  {ch -h  a  —  Kc)f-^bx  =  bh 

avec  le  cercle  représenté  par  celle-ci 

(8)  bc(cc^+y^)-\-{Nc  -h  ah)y—  bchx  =  0; 

Tautie  point  d'intersection  est  le  point  (A,  o). 

Nous  pouvons  donc  construire  la  cubique  (6),  et 
d'une  infinité  de  manières,  au  moyen  de  la  méthode 
qui  résulte  du  théorème  énoncé  au  numéro  précédent. 

11  résulte  encore,  de  ce  qu'on  vient  d'exposer,  le 
théorème  suivant  : 

Prenons  su?'  une  cubique  circulaire  quelconque 
quatre  points  A,  A,,  B,  B,  tels  que  les  points  Aet  A, 
soient  placés  sur  une  parallèle  à  l^asymptote  réelle 
et  le  point  B,  coïncide  avec  le  second  point  d' inter- 
section de  la  droite  (7)  avec  le  cercle  (8).  Un  cercle 
quelconque  passant  par  A,  e^  B,  coupe  la  cubique  en 
deux  points  situés  sur  une  droite  passant  par  B,  et 
le  cercle  et  la  droite  coupent  la  droite  AA,  en  deux 
points  Cl  et  G  tels  que  le  rapport  de  AC  à  AC,  est 
constant. 

3.   Ce  qu'on  vient  de  dire  aux  numéros  précédents 
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est  applicable  aux  cubiques  circulaires  unicursales  et 
non  unicursales.  On  en  peut  déduire,  au  moyen  d'un 
passage  à  la  limite,  d'autres  théorèmes  applicables 
seulement  aux  cubiques  circulaires  unicursales. 

Supposons  qu'on  fasse  coïncider  le  point  A,  avec  le 
point  A  et  que  le  point  B,  tende  vers  le  point  A,  en 
décrivant  une  droite  représentée  par  l'équation  x  =  ky. 
On  a  alors,  en  posant  /i  =  o,  a^^=kb^^^\  ensuite  6,  =  o, 
l'équation 

(9)  c{x'^-\- y'^)y —  h{c —  \)x'^^  {a -\-hk)xy 

-^r  {ch  —  ak)y^^ 

qui  représente  une  cubique  circulaire  unicursale  ayant 
le  point  double  à  l'origine  A.  Les  cercles  (2),  qui 
passent  par  A,  etB,,  deviennent  à  la  limite  tangentes 
à  la  droite  x  =  ky  au  point  A. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Prenons  sur  un  plan  deux  droites  (D<)  et  (D2) 
et  un  point  B.  Par  ce  dernier  point  menons  une 
droite  D  de  direction  variable  et  désignons  par  C 
le  point  où  elle  coupe  la  droite  (D,).  Ensuite  mar- 
quons sur  cette  droite  un  point  C,  tel  que  le  rapport 
de  AG  à  AG,  soit  égal  à  une  constante  c,  et  décri- 
vons une  circonférence  tangente  à  la  droite  (D '2)  au 
point  A  et  qui  passe  par  le  point  G<.  Cette  circon- 
férence coupe  la  droite  (D)  en  deux  points  qui 
décrivent  une  cubique  circulaire  unicursale  ayant 
le  point  double  à  A,  quand  la  direction  de  la  droite 
varie.  L'asymptote  de  cette  cubique  est  /parallèle  à 
la  droite  (!)«)•  Cette  cubique  est  représentée  par 
Véquation  (9),  k  étant  la  tangente  trigonométrique 
de  V angle  des  droites  (0,)  et  (Do). 

i.   Réciproquement,  si  l'on  donne  la  cubique  repré- 
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senlée  par  l'équation 

les  conditions  pour  que  celte  cubique  soit  identique  à 
celle  que  l'équation  (9)  représente  sont 

(10)     b(c  —  i)  =  cH,       a -\- bk  =  cK,       cb  —  ak  —  ch. 

Ces  équations  déterminent  trois  des  constantes  a,  6, 
c,  A",  l'autre  restant  arbitraire. 

Si  la  constante  qui  reste  arbitraire  est  A",  on  peut 
déterminer  6,  au  moyen  de  l'équation 

H/r2+KA--4-  L 
~  I  +  A2 

et  ensuite  c  et  <2,  au  moyen  des  deux  équations  (10). 
Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Prenons  sur  le  plan  d^ une  cubique  circulaire 
unicursale  deux  droites  (D,)  et  (D2)  passant  par 
son  point  double  A,  et  dont  la  première  soit  paral- 
lèle à  V asymptote  réelle.  Traçons  ensuite  un  cercle 
de  rayon  variable  tangent  à  la  droite  (D2)  au 
point  A.  Ce  cercle  coupe  la  cubique  en  deux  points 
placés  sur  une  droite  qui  passe  par  un  point  fixe  B. 
Cette  droite  et  le  cercle  coupent  la  droite  (D,)  en 
deux  points  (G)  et  (G|)  tels  que\le  rapport  de  AG 
à  AG,  est  constant. 

Si  la  droite  (D^)  est  perpendiculaire  à  la  droite  (D,), 
l'équation  (9)  prend  la  forme  la  plus  simple,  savoir  : 

c{x^-\- y'^)y  —  b{c  —  \)x^-{-  a xy  +  ahy^ . 
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[L^lSa] 

SIR  LA  PARABOLE  TAIVGENTE  A  QUATRE  DROITES  ; 

Par  m.  E.-N.  BARISIEN. 


Soient  les  quatre  droites 

y  =  m^x-^p^,         y  =  m!,x-^  p^. 

L'équation  à  trouver  doit  être  de  la  forme 

(i)  (x  —  a)»H-  (j  —  p)2  =  (:r  coscp  -h^  sincp  —  a)2. 

La  condition  de  tangence  d'une  droite 

(2)  y  =■  mx  -\-  p 

avec  la  partd^ole  (i)  s'obtiendra  en  exprimant  que  le 
symétrique  Q  du  foyer  F  (a,  ji),  par  rapport  à  la 
droite  (2),  est  sur  la  directrice 

(3)  ^  coscp -f-v  si n  cp  —  «  =  o. 

La  projection  P  de  F  sur  la  droite  (2)  s'obtient  en 
résolvant  les  deux  équations 

y  =  mx-^p,         jK  — P  =— — (^  — a), 

ce  qui  donne,  pour  les  coordonnées  de  P, 

a  H-  8  /H  —  pm  m  a  H-  p  m'  -h  p 

^-= — rrr^iî — -     ^'•= — tt^iî — 
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On  a,  pour  celles  de  Q, 

si(a  -h  Pm  — pm) 


iPQ  =  2  Xi>  —  Xy  = 


jKQ=27p  -JF 


I  -h  m2 
a ( I  —  m^)  -+-i^7n  —  2  pni 

I  H-  m2 
2  (  m  a  -}-  /?i2  p  -4-  p  ) 

I  H-  m^ 
2  /?i  a  —  (3  (  I  —  m^)  -h  -ip 
I  4-  m- 


En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3),  on  a 

[a(i  —  m'^)  -h  l'^m  —  ipm]  coscp 
I  -+-  m^ 
[ima.  —  ^ ( I  —  ?n^ )  +  2/> ]  si n cp 


I  -+-  m'' 


a  =  o. 


OU 

(4)  a[(i  —  m^)  coscp -h  2m  sin<p] 

+  P[2mcos<p  —  (i — m2)sin(p] 

—  a(i  +  m2)  +  2/)(sincp  —  //i  coscp)  =  o. 

La  condition  de  tangence  de  la  parabole  (i)  aux 
quatre  droites  données  conduit  donc  aux  quatre  rela- 
tions 

a[(i  —  ml)  coscp  h-  -irrii  sin  cp] 

-h  P[2mi  coscp  —  (i  —  m^)sincp] 

—  «(1  -h  m\)  H-  2/>i  (sincp  —  mj  coscp)  =  o, 

a[(i  —  m|)  coscp  -f-  2/712  sincp] 
-+-  ^[27712  cosip  —  (i  —  m I)  sincp] 

—  a(i  -4-  m|)  -h  2/>2(sinc^  —  m2  coscp)  =  o, 

a[(i  —  m|)  coscp  H-  2/n3  sin  ^] 
-h  P[2m3  coscp  —  (i  —  m I)  sincp] 

—  a(i  -f-  ml)  H-  2/?3( sincp  —  W3  coscp)  =  o, 

a  [ (  I  —  /?î  I  )  cos  (p  -h  2  mt,  si n  ^  ] 
+  '^[im^  coscp  —  (i  —  mf  )  sincp] 

—  a(i  -h  mf  )  -I-  2/>4(sincp  —  mi,  coscp)  =  o. 


(5) 


(0) 
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Ces  quatre  relations  permettent  de  déterminer  a, 
P,  a  et  cp. 

Gomme  a,  ,3  et  a  j  entrent  linéairement,  on  aura  par 
leur  élimination  l'équation  suivante  en  co  : 

(i  —  m^)cos(p-+-2misin(p  xnix  cos<p  —  (i  —  m^sincp 
(i  —  /n|)coscp  H-am^sincp  -i/zi^coscp  —  (r  —  m|)sin<» 
(i  —  m|)cos'f -4-2m3sincp  2/713  coscp  — (i  —  m|)sincp 
((  —  /n|)cosçp-H2m4sinçp     2m;  coscp  —  (i — m|)sincp 

/?i(sincp  —  micoscp)  \-\-Tn\ 
/>.2(sincp  —  m2 coscp)  i -h  m| 
/?3(sincp  —  /n3C0Scp)  \-\-m\ 
/>4(sincp  —  /M4 coscp)     I -4- m| 

Or,  cette  équation  est  du  troisième  degré  en  sincp 
et  coscp. 

Le  problème  parait  donc  comporter  trois  solutions^ 
alors  qu'on  sait  qu'il  n'y  en  a  qu'une;  car  il  est  bien 
avéré  qu'il  n'existe  qu'une  seule  parabole  tangente  à 
quatre  droites  ! 

L'équation  (())  peut  se  simplifier  un  peu  en  posant 


=  o. 


m,  =  tang  — , 
2 

m3=  tang  — , 

'A 


m-i 


tang 


t04 

nii,  =  tang  — 
2 


Alo 


rs 


sin  coi  = 


im\ 


m 


i 


m 


COStOi  = 


m 


(7) 


L'équation  (6)  peut  donc  s'écrire 

cos(cp  —  a>i)     sin(cp  — wi)     />,  cos — sinlcp 

cos(9  — 002)     sin(c5  — coo)     Oocos — sinlcp 

'  '  2         \  '        2 

tOj  /  (1)3 

cos(^  —  W3)     sin(cp  —  0)3)     piCOfi — ^sinicp 

COSfcp tO;)        Sinfcp lO;)        p  ;  COS SIMICp l 


=:  o. 
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Cas  particulier-  —  Les  quatre  droites  sont  : 

Alors 


mj 

=  o, 

Px  =  o, 

m^  =       I , 

P2=  o, 

ma 

=  •1, 

/>3  =  ^, 

m4  =  —  I , 

Pk-=q, 

L'équation  (6)  devient 


=  o. 


COSCO  —  SlIKf  o  1 

2  sincp  2  coscp  o  2 

4sincc»  —  Scos©     4  coscp -h  3  sincp     A(sincp  —  2  coscp)     5 

—  2sincp  — 2  cos(p  ^(sincpH-     coscp)     i 

J'ai  pris  ce  cas  particulier  pour  voir  si  l'équation  en 
sincp  et  cosco  se  simplifie.  On  a 


4 A:(sincp  —  i  co?cp) 


coscp  —  sincp     1 

sincp  coscp        I 

-  sincp  —  coscp     I 
2<7('sincp  -h  coscp) 

coscp  — sincp 

sinca  coscp 

4  sincp  —  3  coscp     4  coscp -h  3  sincp 


X 


=  o. 


ou 


En  développant  les  déterminants,  on  a 

2A'(sincp  —  2  cosif  ) 

x[      cos^cp  —  sincp  coscp 

H-  sin^cp  +  sin  cp  coscp  h-  cos^cp  h-  sin'^cp] 

—  ^(sincp  -(-  coscp) 

X  [5  cos^cp  H-  sincp (4  coscp  +  3  sincp) 

—  sincp(4  sincp  —  3  coscp) 

—  coscp(4  sinip  —  3  coscp) 

—  coscp  (4  coscp  -1-3  sincp)-h  Ssin^cp]  =  o, 

4 A- (sincp  —  2  coscp)  —  gr (sincp  -+-  coscp)  x  4  =  o> 
/{•(sincp  —  2C0scp)  —  ^  (sin  <p -h  coscp)  =  o. 
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Alors 

(8)  (A  —  ^)tangcp  =  îA  +  çr,  langcp  =    yr .  _      * 

Dans  ce  cas,  il  n'y  a  qu'une  valeur  de  cp  :  il  n'y  a 
bien  qu'une  seule  parabole. 

Mais,  dans  le  cas  général,  l'équation  reste  du  troi- 
sième desrré  en  sinco  et  coscs. 

Tout  cela  est  bien  singulier  ! 

Les  quatre  équations  (5)  deviennent 

(9)  a  coscp  —  ^  sincp  —  a  =  o, 

(10)  a  sincp  -h  [3  coscp  —  a  =  o, 

(11)  a(4  sincp  —  3  coscp) 

H-  [3(4  coscp  +3  sincp)  —  5a=  ik(^i  coscy  —  sincp), 

(12)  a  sincp  -h  ^  coscp  h-  a  ==  ^( sincp  -t-  coscp). 

Les  équations  (9)  et  (10)  donnent 
(i3)        a  =  a(coscp  H- sincp),         ^  =  a(coscp — sincp). 

Ces  valeurs  étant  portées  dans  (12),  il  vient 

a  [(coscp  -h  sincp)  sin  cp  -t-  (coscp  —  si  n  cp)  coscp  h-  1] 
=  ^( sincp  -h  coscp), 

(14)  2a  =  ^(sincp  4- coscp). 

Or,  d'après  (8), 

9.  /  H-  q  9.  k  -4-  q 


sm  ce  = 


v/(  2  A:  -h  ^  )2  ^_  (  ^-  _  ^  )2         ^5  /-2  ^.fqi^^  kq 

k  —  q 
coscp  =  — » 

\J ^  k^ -\- 1  q"^ -\- "X  kq 
D'après  (i3)et(i4),  on  a 

a  =  —(sincp  -H  coscp)',  P  =  —  (cos'^  —  sin'cp), 

q 

a  =  —  (snicp  -I-  cos  cp), 
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et,  d'après  (i  5), 

(i6)  a=  ^^ 


O7)  ?=-; 

(18)  a  = 


i{bk^-i-  iq"^-^  ikq) 
3gk(k  -h  2q) 


'1  ( 5 A-2 -h  iq'^^  ikq) 
3kq 


L'équation  de  la  parabole  tangente  aux  quatre  droites 
r  =  o,         y  =  x,         y=ix-\-k,         y=  —  x-^q 
est  donc 

{x  —  a)2H-(jK  —  ^y=  {x  coscp  +^  sincp  —  a)^, 


ou 


r  3qk(k-^2q)        Y 

L  '2(5A2^2^2_^'2Â-^)J 

==—-7- j-^  ['i(k  —  q)x  -\-2(ik  -[-  q)y  ~3  kqy-. 

Autre  particularité  curieuse.  —  Le  procédé  qui 
vient  le  plus  naturellement  à  l'esprit  pour  exprimer 
que  (1)  est  tangent  à  (2)  consiste  à  former  l'équation 
aux  abscisses  des  points  d'intersection  de  (i)  et  (2),  et 
d'écrire  que  les  deux  valeurs  de  x  sont  égales. 

Au  lieu  de  trouver  la  relation  (4)7  linéaire  en  a,  ^ 
et  a,  on  trouve  une  relation  du  second  degré  en  a,  ^ 
et  a.  Il  faut  qu'il  j  ait  \xn  facteur  parasite  ! 

Note  dk  la  Rédactiojv.  —  Tl  semble,  au  premier 
abord,  que  l'aiticle  précédent  aurait  pu  faire  l'objet 
d'une  question  analogue  à  celles  qui  prennent  place 
dans  V  Intermédiaire  des  Mathématiciens.  Mais 
l'énoncé  en  eût  été  d'une  longueur  excessive.  A  titre 
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excej3tioDnel,  nous  avons  donc  accueilli  la  demande  de 
M.  Barisien,  qui  sollicite  la  résolution  de  l'équa- 
tion (6 )  ou  (i).  Nous  recevrons  avec  reconnaissance  les 
observations  de  nos  lecteurs  à  ce  sujet;  elles  pourront 
faire  l'objet  d'articles  figurant  à  la  rubrique  «  Corres- 
pondance ». 


[Oi2e] 

CO\STRlCTIO\  DU  K\YO\  M  COIRBIIRE  M  LA 
POLAIKE  KÉCIPROOIIE  DT\E  COIIUBE  PAK  RAP- 
PORT A  m  CiiRCLE  ; 

Par  m.  F.  BALITRAND. 


Considérons  une  courbe  (M)  et  sa  polaire  réci- 
proque (M,)  par  rapport  à  un  cercle  de  centre  O. 
M  et  M,  étant  deux  points  correspondants  et  C  et  C<  les 


centres  de  courbure  en  ces  points,  nous  nous  propo- 
sons, connaissant  C,  de  donner  une  délerniination 
géométrique  de  C| . 
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Nous  prendrons  pour  axes  deux  diamètres  reclangu- 
laires  du  cercle  O  et  nous  ferons  usage  de  coordonnées 
tangentielles;  c'est-à-dire  que  (M)  sera  définie  comme 
l'enveloppe  de  la  droite 

w  et  (^  étant  fonctions  d'un  paramètre. 

Les  coordonnées  .r,  y  du  point  de  contact  M  de  la 
droite  avec  son  enveloppe  seront  données  par  les  deux 

équations 

ux  -h  vy  —  1  =  0, 
X du  -\- ydu  :=  o; 

d'où  l'on  lire  (') 


dv 


X  = 


udi^  —  i^du 
et  par  différentiation 


r  = 


—  du 


udv  —  V  du  ' 


dx  = 


v(dç  d^u  —  du  d^  p) 
(udi^  —  V  duY 


dy  = 


—  u(dçd^u  —  du d'^  v ) 
{udv  —  vduY 


L'élément  d'arc  de  (M)  a  pour  expression 

•^  {udv  —  vduy 

L'angle  de  contingence  e  se  calcule  aisément  et  l'on 


(M  On  peut  remarquer  que  ces  formules  fournissent  une  inter- 
prétation géométrique  simple  du  rapport  des  différentielles  du 
et  dv.  On  a,  en  effet, 


du 
dv 


—  —  =  —  tangi 


9  désignant  l'angle  du  rayon  vecteur  OM.  A  ce  point  de  vue  il  y  a 
une  parfaite  réciprocité  entre  x^y;  m  et  v;  car  on  a 


^  -  —Z. 
dv  a; 


dy 
dx 
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trouve 

u  dv  —  V  dit  ^ 

'^  W2  -i-  (;'i        ' 

d'où  pour  le  rayon  de  courbure  p  la  valeur  suivante 

(dvd^U  —  dud-^v)(  «2  -f-  p2  )2 


P  = 


{u  dv  —  \>  du )2 


D'autre  part,  Jes  coordonnées  JCi,  yi  du  pôle  M,  de  la 
tangente  en  M  à  (M),  par  rapport  au  cercle  directeur, 
sont 

a  désignant  le  rajon  du  cercle  directeur.  11  en  résulte 
pour  le  rayon  de  courbure  de  (M,)  enM|  la  formule 

„      (dii'^-^  dv^-y 

P\  =  ^     ,        ; — rr~  ' 

du  d^  i>  —  dç  d'^  u 

Appelons  V  l'angle  sous  lequel  la  courbe  (M)  est  coupée 
par  le  rayon  vecteur  OM  [ou  bien  la  courbe  (M,)  par 
le  rayon  vecteur  OMi];  on  trouve  sans  difficulté 

(udv  —  V  du  y- 
sin2V  = 


{u^-\-  i>'^){du^-h  dv'^)' 

d'où 

pp,  sin-' V  =  «2.  ^ 

Telle  est  la  formule  cberchée  (').  Elle  conduit  à  plu- 
sieurs constructions  géométriques  de  C|  connais- 
sant C. 

Soient  MT  la  tangente  en  M  à  (M)  etM<T,    la  tan- 

(')    Celte  Note  nous  a  été  inspirée  par  un  article  de  M.  Chemin 
sur  le  mènne  sujet  {Nouvelles  Annales,  1867,  p.  49)-  La  formule 

pp,  sin'V  =  a^ 

est  de  M.  Chemin  qui  l'élablit  par  une  mélhode  dilTérenle  cl  n'en 
déduit  pas  de  construction  géométrique  pour  C,. 
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gente  à   (M,)    en  M,.    Les    droites  OM  et  OM,    sont 
respectivement  perpendiculaires  sur  M,  T,  et  MX. 

1°  Par  le  centre  O  da  cercle  directeur  on  élève 
à  OMi  une  perpendiculaire  qui  coupe  en  P  la  nor- 
male à  (M,)  en  M,;  la  perpendiculaire  élevée  en  P 
à  cette  normale  rencontre  OM,  en  Çl\  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  Q  sur  la  polaire  AB  de  Q,  par 
rapport  au  cercle  directeur,  passe  en  C,. 

En  eflfet  les  deux  tiiangles  OMC,  G,M<  Q  sont  sem- 
blables comme  ajant  leurs  côtés  parallèles.  Donc 

MC    ;  iM,G,==:  OM  X  M,Q. 

Mais 

OM, 


M.Q 


sin'^V 


T  et  T,  étant  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
de  O  sur  les  tangentes  en  M  et  M,,  on  a  aussi 


OM,=  ^T' 


sinV        OMsiaV 


d'où 


par  suite 


M.0=         " 


0Msin3V' 


MG  X  MiCi=     " 


sin3  V 


etM,C,  e>t  bien  égal  à  p,. 

Par  une  transformation  convenable,  on  peut  déduire 
de  ce  qui  précède  la  nouvelle  construction  suivante  : 

2"  Soit  R  le  point  où  la  polaire  de  G  ren- 
contre M,T,;  élevons  en  ce  point  à  M,T<  une  per- 
pendiculaire cjui  coupe  en  S  la  perpendiculaire 
abaissée  de  M,  sur  la  polaire  de  G;  '^O  passe  en  G,. 

Le  point  R  est  le  pôle  de  MG  et  le  point  M,  est  le 
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pôle  de  MT;  donc  OM,   et  OR  sont  rectangulaires  et 
par  suite  OR  est  le  prolongement  de  OP. 

On  voit  facilement  que  les  deux  triangles  C,PQ, 
M,RS  sont  homothétiques  par  rapport  au  point  O; 
d'où  il  résulte  que  SO  passe  bien  en  C|. 


CORRESPONDANCE. 


M.  F.  Balitrand.  —  Au  sujet  des  questions  511, 
512,  513.  —  Ces  questions,  dont  on  s'est  occupé  ré- 
cemment, se  trouvent  résolues  depuis  longtemps  dans 
une  de  ces  savantes  et  curieuses  Notes  que  Terquem 
insérait  fréquemment  à  la  suite  des  articles  publiés 
dans  les  Nouvelles  Annales. 

A  propos  de  la  démonstration  d'un  théorème  de  Sta- 
tique par  Catalan  (A^  A.,\  848,  p.  294)  Terquem  signale 
que  ce  théorème  est  déjà  connu  et  il  indique  que  IMci- 
bius  a  traité  des  questions  analogues  dans  un  Mémoire 
sur  la  composition  des  rotations  infiniment  petites 
(Crelle^  i838,  p.  189)  et  a  donné  notamment  les  pro- 
positions 5H,  512,  513. 

M.  G.  Fontené.  —  Sur  la  question  2214.  —  A  la  fin 
de  la  solution  qu'il  a  donnée  de  cette  question  (191  5, 
p.  077),  M.  Ono  observe  avec  raison  que  l'identité  1 
reste  légitime  pour  le  cas  où  m  est  entier,  avec  p^m. 
Elle  se  réduit  d'ailleurs  dans  cette  hypothèse  à  l'iden- 
tité 

4-  (_  I )/'-"' Cj^i;«:r/'-'"(i  -^xyn  =  (i  _H  :r)'«, 
Ann.  de   Vlathémat.,  4*  série,  t.  XVI.  (Novembre  1916.)     3l 
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OU 

(l  -h  x)P-'n—  C],^„^x{\  -+-  x)l>-ni-\^_  . 

+  (—  I  )P-'n  QPzZ  XP-^n  =  I  ^ 
OU 

(i  ^  X  —  x)p-'"  =  I. 

Mais  l'énoncé  demandait  quel  résultat  on  obtient  en 
supposant  que  w,  d'abord  quelconque,  tend  vers  le 
nombre  entier  jj.,  avec  jf?^|ji.  Le  résultat  est  mentionné 
dans  un  Mémoire  inséré  dans  ce  journal  (191 4,  p.  3oo), 
l'identité  qui  forme  l'objet  de  la  question  ayant  été 
fournie  par  la  comparaison  des  résultats  de  deux  mé- 
thodes différentes  appliquées  à  un  même  problème. 

^  M.  R.  Goormaghtigh.  —  Sur  le  problème  de  Pappus 
généralisé .  —  Ce  problème  dont  MM.  Joffroy  et  Bari- 
sien  ont  donné  des  solutions  analytiques  (TV.  A.^  19^6, 
p.  168,  27.3)  avait  déjà  été  résolu  par  des  considérations 
géométriques  très  simples  par  M.  R.  Marchay  dans  le 
numéro  du  i5  octobre  1914  du  Journal  de  Vuibert. 
Supposons  le  problème  résolu  et  conservons  les  no- 
tations de  M.  Joffroy  (p.  168).  Sur  une  droite  ss' ^=  l 
construisons  des  triangles  sO's'^  sO" s'  respectivement 
égaux  à  SOS'  et  SiOS''^  ;  le  quadrilatère  0'sO"s'  est 
indescriptible.  D'autre  part,  si  la  bissectrice  de 
l'angle  O'  coupe  ss'  en  T  et  le  cercle  O'^O"^'  en  Q, 
les  triangles  QO'5  et  QsT  sont  semblables  et  l'on  a 

QO'.QT  =  qJ. 

Le  problème  revient  donc  à  construire  deux  segments 

—  2  . 

QO'  et  QT  dont  on  connaît  le  produit  Qs  et  la  diffé- 
rence OP. 

M.  E.-N.  Barisien.  —  Sur  le  lieu  des  points  équi- 
distants   de   deux  circonférences  de  cercle.   —  En 
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remarquant  que  les  distances  d'un  point  à  un  cercle 
de  rayon  R  sont  o  et  8    h  2 R,  on  voit  que  : 

Le  lieu  des  points  équidistants  de  deux  cercles  se 
compose  de  deux  hyperboles  ayant  toutes  deux  pour 
foyers  les  centres  des  cercles  et  pour  grandeur  de 
Vaxe  focal,  pour  l'une  la  différence  des  rayons  des 
cercles,  pour  l'autre  la  somme  de  ces  rayons. 

Ce  lieu  est  classique  et  presque  évident  par  la  Géo- 
métrie. Cependant,  il  y  a  lieu  de  remarquer  qu'en 
général  on  ne  cite  comme  résultat  qu'une  seule 
hyperbole,  celle  dont  l'axe  focal  a  pour  longueur  la 
dilTérence  des  rayons. 

Remarque.  —  Les  cercles  peuvent  devenir  soit  des 
points,  soit  des  droites.  On  a  ainsi  : 

1°  Pour  deux  points^  le  lieu  est  une  ligne  droite; 

2'^  Pour  deux  droites,  le  lieu  se  compose  de  deux 
lignes  droites,  qui  sont  les  bissectrices  des  droites 
données  ; 

3**  Pour  un  point  et  une  droite,  le  lieu  est  une 
parabole; 

4"  Pour  un  point  et  un  cercle,  le  lieu  est  une 
hyperbole; 

5"  Pour  une  droite  et  un  cercle,  le  lieu  se  com- 
pose de  deux  paraboles. 

M.  E.-N.  Barisien.  —  Sur  une  description  géomé- 
trique de  la  parabole.  —  Si  l'on  considère  dans  une 
parabole  le  cercle  décrit  sur  la  corde  focale  prin- 
cipale comme  diamètre,  un  point  quelconque  de 
la  parabole  est  à  égale  distance  de  ce  cercle  et  de  la 
corde  focale  principale.  Ce  point  est  aussi  à  égale 
distance  de  ce  même  cercle  et  de  la  droite  symé- 
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trique  de  la  corde  focale  principale  par  rapport  à  la 
distance. 

On  pourra  donc  définir  la  parabole  comme  lieu  géo- 
métrique des  points  équidistajits  d^un  cercle  et 
d'une  droite  passajit  par  son  centre  (ou  d'une  droite 
située  à  la  distance  du  centre  du  cercle  égale  à  son 
diamètre).  D'ailleurs,  le  lieu  des  points  qui  sont 
équidistants  d'une  droite  et  d'un  cercle  se  compose^ 
en  général^  de  deux  paraboles,  parce  qu'il  y  a  deux 
distances  d'nn  point  à  un  cercle. 

M.  E.-N.  Barisien.  —  Au  sujet  du  p.  g.  c  d.  et  du 
p.  p.  m.  c.  de  plusieurs  nombres.  —  Dans  tous  les 
traités  d'Arithmétique  on  formule  les  règles  suivantes 
pour  la  formation  du  p.  g.  c.  d.  et  du  p.  p.  m.  c.  de 
plusieurs  nombres  : 

i"  Pour  former  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  plusieurs  nombres,  on  les  décompose  en  leurs 
facteurs  premiers;  on  choisit  chacun  des  facteurs 
premiers  communs  à  tous  les  nombres^  et  on  l'affecte 
de  son  plus  petit  exposant;  le  produit  des  nombres 
ainsi  obtenu  est  le  p.  g.  c.  d.  cherché; 

2""  Pour  former  le  plus  petit  multiple  commun  à 
plusieurs  nombres^  on  les  décompose  en  leurs  fac- 
teurs premiers  ;  on  prend  une  fois  chacun  des  fac- 
teurs communs  ou  non  communs  et  on  V affecte  de 
son  plus  grand  exposant.  Le  produit  des  nombres 
ainsi  obtenu  est  le  p.  p.  m.  c.  cherché. 

Ainsi,  pour  les  trois  nombres 

23x3*x5x7,         22x35x52x11,        2^x32x53x13, 

p.  g.  c.  d.  =  22  X  32  X  5, 

p.  p.  m.  c.=  -2'*  X  35  X  53  X  7  X  II  X  i3. 


(  469  ) 

Si  l'on  admet  que  a^  =  i .  on  pourra  donner  des  règles 
bien  plus  simples  ainsi  formulées  : 

i"  Pour  former  le  p.  g.  c.  d.  de  plusieurs  nombres^ 
on  les  décompose  en  facteurs  premiers ,  et  l 'on  fait  le 
produit  de  chacun  de  ces  facteurs  affectés  du  plus 
petit  exposant  {zéro  compris)] 

2°  Pour  former  le  p.  p.  m.  c.  de  plusieurs  nombres^ 
on  les  décompose  en  facteurs  premiers ,  et  l'on  fait 
le  produit  de  chacun  de  ces  facteurs  affectés  du 
plus  grand  exposant. 


A 


insi 


p  g.  c.  d.  =  22  X  32  X  5*  X  70  X  1 1®  X  i3o  =  22  X  3'  X  5, 

p.  p.  m.c.  =  2*  X  35  X  53  X  7^  X  II*  X  \V . 


SOLUTIO\S  DE  QIESTIOAS  PROPOSÉES. 


546. 

(  1860,   p.  4"4-) 


Etant  donnée  une  conique  A,  trouver  les  transformations 
qui  la  changent  en  une  conique  B,  de  telle  sorte  que  les 
normales  à  la  conique  A  restent  par  la  transformat  ion 
normales  à  la  conique  B,  Même  question  pour  les  surfaces. 

Lagieurk. 

Solution 

Par  UN  Abonné. 

Les  coniques  A  et  B  étant  quelconques,  les  transformations 
dont  il  s'agit  sont  Iiomographiques.  A  un  point  M  de  la  pre- 
mière correspond  un  point  m  de  la  seconde  et  au  couple  de 
droites,  formé  par  la  tangente  et  la  normale  en  M,  qui  sont 
rectangulaires  et  pai  suite  conjuguées  par  rapport  aux  droites 
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isotropes  issues  de  M,  correspond  le  couple  formé  par  la  tan- 
gente et  la  normale  en  /??,  également  conjuguées  par  rapport 
aux  droites  isotropes  issues  de  m. 

La  transformation  doit  donc  conserver  les  points  cycliques 
et  par  suite  un  cercle  doit  se  transformer  en  un  autre  cercle. 
On  sait  qu'il  n'y  a  que  l'inversion,  la  similitude  et  la  symétrie 
qui  jouissent  de  cette  propriété.  L'inversion  ne  répond  pas 
à  la  question  et  il  ne  reste  par  suite  que  la  similitude  et  la 
symétrie. 

La  question  pour  les  surfaces  se  résout  de  même. 

1479. 

(1883,  p.  /,8o.) 

g  étant  une  racine  primitive  de  p^,  la  fonction 

ce  -\-  ces  -^  œS^ -^  .  .  .  4-  xS'       "^  , 

oà  tous  les  exposants  de   g  sont  des   nombres   pairs ^  est 
divisible  par 

XP'—l 


xP'-'—i' 


p  est  supposé  un  nombre  premier  autre  que  2,  et  v  plus 
grand  que   i.  Pellet. 

Solution 
Par  l'auteur. 

g  étant  un  entier  positif  racine  primitive  de  /?*',  le  reste  de 
la  division  du  polynôme 

a?  -h  378  H-  a?»^  + .  .  .  -f-  X'i'^      ' 

par  xP" —  i  est 

(l)  37 -f- a7«t4-.  .  .H- a7«N-i, 

ai  étant  le  reste  de   la  division   de  g'^^  par  p^;   N  est  égal  au 

p^-'^(p  —  \) 
nombre  des   résidus  quadratiques,  module  /)^,  ; 

Il  s'agit  de  démontrer  que  le  polynôme  (i)  est  divisible  par 
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Si  un  nombre  est  résidu  quadratiqiie  mod/?,  il  est  aussi 
résidu  quadratique  mod p^ .  Donc,  à  un  des  nombres  <2/  infé- 
rieur à  p^~^ ,  on  peut  faire  correspondre  dans  la  suite  des 
exposants  du  polynôme  (i)  les  nombres 

at-^p''    \     ai-^2p'^   \      ...,     ai-h  (p  —  i)p''-K 

La  somme  des  p  termes  correspondants  est  égale  au  pro- 
duit de  x^i  par  le  polynôme  (2). 

p^-^(p  —  i) 
Le  nombre  des  exposants  a/ étant  é^al  à — ?    on 

^  1 

épuise  ainsi  tous  les  termes  du  polynôme  (1). 
V  doit  être  au  moins  égal  à  2,  et  />  >  2. 

1505  (1).  ^ 

Note 
Par  M.  J.  Lemaire. 

La  seconde  partie  de  cette  question,  qui  revient  à  chercher 
l'enveloppe  des  axes  des  paraboles  inscrites  à  un  triangle, 
peut  être  traitée  géométriquement  comme  il  suit  : 

Soient  ABC  le  triangle  donné,  M  un  point  du  cercle  cir- 
conscrit. Ma  la  corde  perpendiculaire  à  BG;  la  droite  MP  de 
l'énoncé  est  la  perpendiculaire  menée  de  M  à  Aa  :  appelons-la  A  ;' 
elle  est  parallèle  à  la  droite  de  Simpson  D  relative  au  point  M' 
diamétralement  opposé  à  M,  laquelle  passe  au  n\ilieu  de  la 
droite  HM'  qui  joint  M'  à  l'orthoccntre  II   du   triangle. 

Menons  par  M' la  parallèle  A'  à  A  :  quand  M  décrit  le  cercle  O, 
D  enveloppe  l'hypocycloïde  de  Steiner  (S)  du  triangle.  A'  en- 
veloppe une  hypocycloïde  homothétique,  le  centre  d'homo- 
thétie  étant  H  et  le  rapport  2;  A  enveloppe  la  symétrique  de 
celle-ci  par  rapport  à  O,  c'est-à-dire  l'hypocycloïde  homothé- 
tique de  la  première  dans  le  rapport  — 2,  le  centre  d'homo- 
thétie  étant  le  point  qui  partage  HO  dans  ce  rapport,  ou  le 
centre  de  gravité. 

Cette  enveloppe   est,    comme  on    le    voit,  l'hypocycloïde  de 
Steiner,  c'est-à-dire  l'enveloppe  des  droites   de  Simpson,  du 
triangle  formé   [)ar  les   parallèles  aux  côtés  de  ABC  menées  ' 
par  les  sommets  opposés. 

(')  Voir  1915,  p.  4%;  1916,  p.  'p;  le  lecteur  est  prié  de  l'aire  la 
figure    Kappeloiis  (}ue,  page  4'2,  il  faut  liie  1505  (ta  lieu  do  1545. 
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On  peut  l'obtenir  aussi  de  la  manière  suivante  :  traçons  la 
corde  AD,  du  cercle  circonscrit  à  ABC,  parallèle  à  BG,  et 
soit  K  le  point  de  l'arc  AD  situé  au  tiers  de  cet  arc  à  partir 
de  A;  menons  la  corde  KL  perpendiculaire  à  AD,  et  la  tan- 
gente en  K  au  cercle  circonscrit  qui  coupe  A  en  N  et  AD  en  Q  ; 

les  angles  Q  et  ALK,  ayant  même  mesure,  sont  égaux,  de 
sorte  que  AL  est  perpendiculaire  sur  NQ,  et  que  les  angles  N 

et  LAof  sont  égaux;  il  en  résulte  que  ces  angles  doivent  avoir 
même  mesure  d'arc,  et  comme  les  arcs  La  et  KM  sont  égaux, 
on  en  conclut  que  l'arc  KM,  est  double  de  l'arc  KM,  en  appe- 
lant Ml  le  second  point  commun  à  A  et  au  cercle  circonscrit 
au  triangle  ;  puisque  ces  arcs  sont  de  sens  contraires,  la 
droite  A  enveloppe  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements 
tritangente  à  ce  cercle,   K  étant  l'un  des  points  de  contact. 

1585. 

(  1888,   p.   448.) 

Soit    Uy-\- u.i-\- u-i-^. .  .     une    série    divergente   dont   les 
ternies  tendent^  en  décroissant,  vers  zéro.  Démontrer  que 
^si  la  série 

£1^1+  £2  W2  -l-  £3  Ma  4-  .  .  . 

est  convergente.^  la  moyenne  arithmétique  des  n  premiers 
nombres  z  ne  peut  avoir  d^ autre  limite  que  zéro,  lorsque  n 
croit  à  l'infini. 


E.  GesÀro. 


Solution 

Par  UN  Abonné. 


Supposons  que  l'on  ait 


£, -h  £2-+- Es-H.  .  .  H- £«         ^ 

lim- =  A, 

n 

X  étant  une  quantité   finie,  quand  n  croît  indéfiniment.  Je  dis 
que  la  série 

£1  Ml  -+-  £2  «2  -+-  £3  W3  +  •  •  • 

est  divergente. 

On  sait  en  effet  (E.  Cesàro,    Corso  di  Analisi  algebrica, 


(473) 

p.  [o3)  que  dans  les  conditions  de  l'énoncé  1585,  on  a 

il  m =  Il  m =  À. 

Ui-+-  u^-h . .  .  -\-  Un  n 

Par  suite  la  série 

El  Ml  -h  £-2  M2  -+-  £.3  M3  -f-  .  .  . 

est  bien  divergente. 

1588. 

(1888,  p.   448.) 

Si,  d'un  point  quelconque  du  plan  d'une  ellipse  quel- 
conque, on  abaisse  les  quatre  normales  à  l'ellipse;  si  Nj 
N2,  N3,  N;  sont  les  distances  du  point  aux  pieds  des  nor- 
males, et  Pi,  P2,  p3,  p^  les  rayons  de  courbure  correspon- 
dant aux  pieds  des  normales,  on  a  la  relation 

_       9j    ___       ,  P2  ,  P3  ,  pi    _    ^   2 


pl-N,  P2-N2  P3— IN3  p;-N^ 

E.  Barisien. 

Solution 

Par  UN  Abonné. 

La  question  n"  1588  FTiériterait  une  solution  particulière, 
mais  puisque  aucune  n'en  a  encore  été  donnée,  nous  indique- 
rons qu'elle  n'est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  général 
suivant  dû  à  M.  G.  Humbert  {Nouvelles  Annales,  1887, 
p.  543): 

Soit  G  une  courbe  algébrique  ;  par  un  point  M  de  son 
plan  menons-lui  des  normales;  soient  P  le  pied  de  l'une 
d'elles,  R  le  centre  de  courbure  en  P.  On  a,  quand  M  varie, 


1 


MP 

Mïï  =  '=°"" 


la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  normales  issues  de  M. 
Autre  solution  par  rAiileur. 
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1677  (1). 

Note 
Par  M.  M. -F.  Egan. 

Cette  question  admet  une  solution  très  simple,  et  qui  ajoute 
quelques  éléments'à  l'énoncé.  Soit  une  conique  (G)  tangente 
aux  droites  a,  h^  c,  d.  Désignons  par  A,  B,  C,  a,  [B,  y  les 
points  6c,  ca,  «6,  ad^  hd^  cd^  et  par  P,  Q,  R  les  points  de 
contact  de  a,  b,  c  avec  la  conique.  Soient  M  le  second  point 
de  rencontre  de  AP  avec  (  C  ),  m  la  tangente  à  (G)  en  M,  et  \x 
le  point  d'intersection  de  m  et  d.  Je  dis  d'abord  que  (jl  reste 
fixe  lorsque  la  conique  (G)  varie. 

En  effet,  le  rapport  anharmonique  (a^fay)  des  points  où  la 
tangente  d  rencontre  les  quatre  tangentes  a,  b,  m,  c  est 
égal  au  rapport  anharmonique  de  leurs  points  de  contact  P, 
Q,  M,  R.  Or,  P  et  M  sont  liarmoniquement  conjugués  par 
rapport  à  Q  et  R,  comme  on  l'aperçoit  en  considérant  l'invo- 
lution  déterminée  sur  la  conique  (G)  par  les  cordes  menées 
par  A.  [JL  est  donc  conjugué  harmonique  de  a  par  rapport  à  ^ 
et  y. 

Ensuite,  les  droites  AP  et  [jlM  se  correspondent  univo- 
quement,  puisque  l'une  ou  l'autre  suffit  à  déterminer  la  co- 
nique (G).  Le  point  d'intersection  M  de  ces  droites  décrit 
donc  une  conique  (S)  passant  par  A  et  [x.  En  considérant  les 
coniques-limites  B^,  Gy,  on  voit  que  (S)  passe  aussi  par  B 
et  G. 

(S)  est  tangente  à  <^  en  [ji.  En  effet,  si  le  point  M  vient  se 
poser  sur  <i,  on  trouve  sans  peine  que  (a^My)  est  harmo- 
nique, donc  M  se  confond  avec  [x. 

En  projetant  à  l'infini  l'une  ou  l'autre  des  droites  a,  c,  d, 
on  obtient  des  théorèmes  sur  les  paraboles  inscrites  à  un 
triangle. 

1704  bis. 

I  1895,  p.   39*;  1916,  pp.   184,  8312.) 

Démontrer  que,  si  un  triangle  se  déplace  en  restant 
inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques  fixes,  le  centre  du 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle  décrit  une  conique.  Exa- 


(')  Voir  Nouvelles  Annales,   igio,  p.  667. 
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miner  en  particulier  les  cas  où  cette  conique  est  un  cercle 
ou  un  système  de  deux  droites.  M.  Weill. 

Nouvelle  Solution 
Par  M.  G.  Fontené. 

1.  En  résolvant  la  question  1832,  je  montrerai  avec  le  moins 
de  calcul  possible  que  le  lieu  cherché  est  une  conique.  J'imi- 
terai ici,  en  arijéliorant  le  point  de  départ,  le  calcul  qui  se 
trouve  dans  le  Cours  de  Géométrie  analytique  de  MM.  Im- 
bert  et  Weill  pour  la  recherche  du  lieu  du  point  de  concours 
des  hauteurs  du  triangle  de  l'énoncé. 

La  conique  à  laquelle  les  triangles  sont  inscrits  étant  sup- 
posée être  une  ellipse,  représentée  par  les  formules 

a(i~V^)  ibt 

I  -h  r^  -^      i^  fi 

une  équation  de  la  forme 

Xcp(6)  +  ^{t)  =  o, 

où  (0  et  ^  sont  deux  polynômes  du  troisième  degré,  définit  un 

triangle   mobile  ABC  inscrit  à  l'ellipse    et   circonscrit   à   une 

conique  fixe,   puisque,   si  l'on  se  donne  une  racine  t\   X  est 

déterminé  et  l'on  obtient  pour  t  deux  autres  valeurs  t'\  t'".  Les 

sept  paramètres  apparents   de   cette   relation   se   réduiront  à 

quatre,  comme  il  convient,  eu  égard  à  la  possibilité  de  donner 

à  trois  de  ces  paramètres  des  valeurs  fixées  d'avance,  au  moyen 

de  la  substitution 

..        m(j  -h  n 

A  =   • 

p^-^q 

En  particulier,  et  c'est  en  cela  que  consiste  la  simplification 
apportée  ici  à  la  méthode  des  auteurs,  on  peut  prendre 

[(AX-fB)^  — (CX  ^D)]{t^-^-i)-hlt  —  i  =  o; 

on  aura  alors  t  =  zhi  pour  X=  qzf,  de  sorte  que,  pour  X  =  q:«, 
l'un  des  trois  sommets  du  triangle  ABC  sera  rejeté  à  l'infini, 
le  cercle  circonscrit  (O)  aura  son  centre  à  l'infini;  les  for- 
mules qui  donneront  les  coordonnées  du  point  O  auront 
donc  (X^-i-i)  comme  dénominateur. 
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Les  coordonnées  du  point  0  ont  pour  expressions,  en  fonc- 
tion de  t  dans  trois  sommets. 


X  = 


y 


£2     (l   -    t't"){\   —t't"'){\-t"t"') 
—  c^   I.t'I.t't"—t't"t'\ 

~~b  (i^^'2)...       '' 


ces  formules  m'ont  été  indiquées  par  M.  Weill. 
L'équation  en  t  étant 

(AX-hB)^3_(CX^  D)r2-i-[(AXH-B)  +  X]^ 

-[(GX+  D)-4-  i]  =o, 
un  calcul  facile  donne 

c2  AX5^(B-f-C)X-+-D-+-i 


a"  =  — 


r  = 


a  X2-h  I 

£2  GX2-h(D  — A)X  — B 
~b 


X2-HI 

le  lieu  du  point  0  est  une  conique. 

2.  J'arrive  à  la  seconde  partie  de  la  question.  Une  conique 
étant  représentée  paramétriquement,  si  l'on  en  cherche  un 
point  double,  on  doit  avoir,  en  désignant  par  a  et  p  deux 
valeurs  de  X, 

_    aa2-h6a-+-c  a(a-f-[3)H-6   _    èa^-hcfaH-p) 

^  =  Aa2+Ba-i-C  ^  A(a  +  î3)H-B  ~  Ba^ -h  G(a  H- [3)* 


y 


a  a 


+  ...         a'(oi-h^)-hb'        b'oL^^.. 


Aa2+... 
d'oi!i  l'on  déduit 


A(a-h!3)-i-B        Ba3 


a[i     -(a +(3)  . 

G             B  A 

c               b  a 

Si  l'on  suppose 


=  o, 


ABC 

abc 
a'     b'     c' 


a3     — (a+P)      1 
G  B  A 

c'  b'  a' 


F^o, 


=  o. 


i 


ces  équations  donnent 


a? 
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? 


G         —  li         A 
de  sorte  que  a  et  ^  sont  les  racines  de  l'équation 
AX2-h  BX-f-G  =  o; 

mais  alors  il  faudrait  que  les  trois  équations 

a\--\-  b\  -\-  c  =  o^ 
a'X2-h  6'X  +  c'=  o, 
AX^-+-  BX-f-  G  =  0 

eussent  une  racine  commune,  ce  qui  est  impossible  d'après 
l'hypothèse  faite. 

Il  faut  donc  supposer 

A  B  G 
abc 
abc 

et  les  deux  relations  entre  aj3  et  a  4-  (3  sont  identiques;  tous 
les  points  de  la  conique  sont  des  points  doubles.  A  la  vérité, 
on  pourrait  supposer  que  deux  des  trois  polynômes  aX^  -t- .  . . , 
a'X^-h...,  AX^-t-.,.  ont  une  racine  commune,  qui  serait 
alors  également  racine  du  troisième;  nous  écarterons  cette 
hypothèse  inutile,  pour  retenir  seulement  la  condition  ci- 
dessus  ;  dans  ces  conditions,  la  conique  est  une  droite  double^ 
les  deux  valeurs  a  et  [3  du  périmètre  X  qui  donnent  un  même 
point  étant  liées  par  la  relation  écrite  plus  haut;  on  peut 
écrire 

afi  -\-  b  a  ^  -\-  b' 

y 


X  = 


Ae-f-B 


AO  +  B 


6  représentant  a  -i-  j3. 

Pour  la  question  posée  on  peut  dire  :  Si  un  couple  de 
triangles  ABG  fournit  deux  cercles  circonscrits  concen- 
triques^ tous  les  triangles  ABG  peuvent  être  groupés  par 
couples  jouissant  de  la  même  propriété;  le  lieu  du  point  O 
est  alors  une  droite  {fig.  i  ).  La  condition  pour  qu'il  en  soit 

ainsi  est 

(B-hG)2-+-(D  — A)(D  — A-4-i)  =  o; 
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on  a  alors 

a+  ^    _      D  — A      __       B  +  C 
i_a^  ~  — (B  +  G)  ~  D-A  +  i' 

et  le  lieu  du  point  O  est  la  droite 

ax 

~^'^^        B  +  G 


by_       ^        D  — A 


3.  Le   lieu   du    point   O   sera    un   cercle   si,   pour  X  =  ±  t, 

y 

on  a  —  =  ±  et.  En  supposant  «2  ^  ^2^  ^e  qui  se  comprend,  on 
trouve  les  conditions 

B  +  C=0,  _j^_^=_; 

mais  il  faudrait  les  interpréter. 


QUESTIONS. 


2296.  Étant  donnés  une  ellipse  E  de  foyer  F,  F'  et  un  point  M 
de  son  plan  qui  se  projette  en  P  et  Q  sur  les  axes;  si  Tj,  Tj 
sont  les  points  de  contact  des  tangentes  à  E  issues  de  M, 
et  Ni,  N2,  N3,  N4  les  pieds  des  normales  à  E  issues  du  même 
point  M,  les  onze  points  suivants 

M,    P,    Q,    F,     F',     Ti,     T2,     N,,     N2,     N3,     IV4 

sont  situés  sur  une  même  strophoïde  oblique  dont  le  point 
double  est  en  M.  Gette  strophoïde  reste  la  même  pour  une 
autre  ellipse  de  foyer  F  et  F'. 

Les  foyers  imaginaires  de  E  sont  aussi  situés  sur  cette  stro- 
phoïde. E.-N.  Barisien. 

2297.  Soient  Ti,  TsjTa  les  trois  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  d'un  point  M  à  une  cardioïde  dont  le  point  de 
rebroussement  est  O.  Le  lieu  du  point  M  tel  que  les  droites 
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OTi,  OT2,  0X3  et  la  tangente   de  rebroussement  forment  un 
faisceau  harmonique  est  une  quartique. 

E.-N.  Barisien. 

2298.  Etant  donnés  une  parabole  et  un  de  ses  points  M,  on 
mène  en  ce  point  la  normale  qui  coupe  à  nouveau  la  courbe 
en  M,  et  son  axe  en  N.  Démontrer  géométriquement  : 

i"  Que  le  point  M  et  le  pôle  P  de  MMi,  par  rapport  à  la 
parabole,  sont  équidistants  de  la  directrice; 

2"  Que  la  perp.endiculaire  élevée  en  N  à  MMj  et  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  M  sur  l'axe  se  coupent  sur  le  diamètre 
du  point  P.  F.  Balitrand, 

2299.  Soient  ABC  un  triangle,  0  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit, a  le  pied  de  la  hauteur  issue  du  sommet  A  sur  BG.  On 
considère  la  parabole  ayant  pour  foyer  a  et  pour  directrice  OA 
et  les  deux  autres  paraboles  analogues.  Démontrer  que  ces 
trois  paraboles  ont  trois  tangentes  communes  (en  dehors  de 
la  droite  de  l'infini)  et  trouver  ces  tangentes. 

F.  Balitrand. 

2300.  Un  cercle  mobile  roule  extérieurement  sur  un  cercle 
fixe;  chaque  point  du  cercle  mobile  décrit  une  épicycloïde. 
Trouver  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  ces  épicycloïdes 
correspondant  à  une  position  déterminée  du  cercle  mobile. 

F.  Balitrand. 

2301.  Soit  un  faisceau  tangentiel  de  quadriques,  dont  une 
sphère  S  de  centre  P,  et  soit  F  Pune  des  quatre  coniques 
planes  du  système.  Les  trois  autres  coniques  du  système  sont 
les  sections,  par  les  plans  polaires  respectifs  de  P,  de  trois 
quadriques  ayant  F  pour  focale  commune.  Chacune  de  ces 
trois  quadriques  passe  par  les  deux  points  limites  des  sphères 
coaxales  avec  S  ayant  le  plan  de  F  pour  plan  radical. 

M.-F.  Egan. 

2302.  Le  lieu  de  la  projectiot»  du  centre  de  courbure  en  un 
point  d'une  cissoïde  sur  la  parallèle  menée  par  ce  point  à 
l'asymptote  est  une  cubique  d'Agnesi. 

K.    GoORMACiliriGll. 
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2303.  On  considère  deux  hypocycloïdes  à  trois  rebrousse- 
ments  égales  ayant  une  tangente  de  rebroussement  Aj  A2  com- 
mune et  telles  que  l'une  ait  un  rebroussement  en  Ai  et  le 
sommet  opposé  en  A2,  l'autre  un  rebroussement  en  A2  et  un 
sommet  en  Aj.  Si  d'un  point  P  de  A1A2  on  mène  à  ces  hypo- 
cycloïdes les  tangentes  PMi  et  PM2  situées  d'un  même  côté 
de  A1A2,  la  corde  des  contacts  Mi  M2  enveloppe  une  hypo- 
cycloïde  à  quatre  rebroussements.  R.  Goormaghtigh. 

2304.  Dans  un  triangle  ABC,  les  côtés  AB  et  AC  déter- 
minent, sur  la  médiatrice  relative  au  côté  BC,  un  segment  a^. 
Les  perpendiculaires,  abaissées  des  sommets  B  et  G  sur  la 
droite  qui  joint  l'orthocentre  du  triangle  au  milieu  du  côté  BG, 
déterminent  sur  la  même  médiatrice  un  segment  a'^'.  Démon- 
trer que  ces  deux  segments  sont  égaux.        F.  Balitrand. 

2303.  On  donne  une  conique  S  et  un  point  G  dans  son  plan. 
Il  existe  deux  cercles  de  centre  G  tels  que  la  conique  S  et  l'un 
de  ces  cercles  admettent  des  triangles  circonscrits  à  S  et 
inscrits  au  cercle.  Les  triangles  de  chacune  des  deux  familles 
sont  conjugués  à  une  conique  S  ;  démontrer  que  les  centres 
des  deux  coniques  S  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rap- 
port au  centre  de  la  conique  S.  G.  Fontené. 
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[L'16b] 

SUR  DEUX  THÉORÈMES  DE  AUQUEL  ET  DE  CLIFFORD  ; 

Par  m.  Henri  LEBESGUE. 


l.  On  comiaîL  le  tliëorènie  de  Miqueh  ')  : 

Etant  données  cinq  droites  dans  un  plan,  il  existe 
cinq  paraboles  dont  chacune  est  tangente  à  quatre 
de  ces  droites;  les  foyers  de  ces  cincj  paraboles  sont 
sur  une  même  circonférence. 

Clitlord  (-)  a  donné  une  très  ingénieuse  démonstra- 
tion de  ce  théorème,  qui  est  reproduite  par  Salmon(^). 
Mais,  bien  que  Saluion  donne  tout  le  raisonnement 
de  Clifford,  il  n'énonce  pas  explicitement  le  résultat 
plus  générai  de  cet  auteur,  qui  constitue  l'un  des  plus 
simples  et  des  plus  élégants  théorèmes  récurrents  qu'on 
puisse  citer. 

IjC  résultat  de  Cliflord  peut  s'cnoucer  brièvement 
comme  il  suit  : 

//  chaque  système  de  ip  droites  d'un  plan  on 
peut  attacher  un  point ^  à  chaque  système  de  ik  -\-  \ 
droites  on  peut  attacher  une  circonférence  de  façon 
à  satisfaire  aux  trois  conditions  ci-dessous  : 

\°  Le  point  attaché  à  un  système  de  9.p  droites 
est  commun  aux  2p  circonférences  attachées  aux 

(')  Journal  de  Liouville,  t.  lll.  I\  cl  X. 
(^)  Messenger  of  Malhemolics,  l.  \ . 
(^)  Courbes  planes^  Chap.  IV,  ii"  1  l'i. 
Ann.  de  Malhéinut.,  4"  série,  l.  \\1.  (  Dec  oui  hic  njHi.)        ol 
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2/>  systèmes  de  ip  —  i  droites  qa  on  peut  déduire 
du  système  initial  par  La  suppression  d'une  droite; 

2"  La  circonférence  attachée  à  un  système 
de  2  A" -4-  I  droites  passe  par  les  2/r-f-  i  points  atta- 
chés aux  2k  -\-  i  systèmes  de  ik  droites  qu'on  peut 
déduire  du  système  initial  par  la  suppression  d\ine 
droite; 

3°  Le  point  attaché  à  un  système  de  deux  droites 
est  leur  point  de  rencontre. 

De  là  il  résulte  que  la  circonférence  altachée  à  un 
triangle  est  la  circonférence  circonscrite;  puis  que  les 
quatre  circonférences  circonscrites  aux  quatre  triangles 
que  l'on  peut  former  avec  quatre  droites  concourent 
en  un  point,  qui  est  le  point  attaché  au  système  des 
quatre  droites. 

Pour  cinq  droites,  nous  avons  le  ihéorème  de  Miquel; 
la  circonférence  de  Miquel  ainsi  obtenue  est  celle  qui 
est  attachée  au  pentagone;  puis  nous  voyons  que  les 
six  circonférences  de  Miquel  attachées  aux  six  penta- 
gones que  l'on  peut  former  avec  six  droites  ont  un 
point  commun;  etc. 

C'est  ce  théorème  de  Clifford  que  je  me  propose  de 
démontrer  ici  par  les  méthodes  mêmes  de  ClilTord  et 
de  Miquel. 

!2.  Nous  ne  considérerons  que  des  courbes  de  classe  n 
admettant  la  droite  de  l'infini  pour  tangente  d'ordre 
n — I.  A  une  telle  courbe  on  ne  peut  mener  qu'une 
tangente  parallèle  à  une  direction  donnée;  donc  une 
seule  tangente  parallèle  à  chaque  direction  isotrope. 
Elle  n'a  donc  qu'un  seul  foyer.  Pour  la  commodité, 
qualifions  cette  courbe  de  monofocale.  Un  point  est 
une  courbe  monofocale  de  classe  i;  une  parabole  est 
une  courbe  monofocale  de  classe  2. 
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L'équation  tangenlielie  d'une  courbe  monofocale  est 
de  la  forme 

elle  dépend  d'une  façon  homogène  de 

(n  -h  i)  -4-  ( n)  =  2/1  —  1  paramètres. 

Tangeutiellement  à  2p  droites  il  y  a  donc  une  (et  en 
général  une  seule)  courbe  monofocale  de  classe /î;  son 
foyer  sera  le  point  attaché  au  système  des  2/?  droites. 
Tangentiellement  à  2k-\-\  droites  données,  il  y  a 
un  système  de  courbes  monofocales  de  classe  A  -h  i 
qui  dépendent  linéairement  d'un  paramètre.  \  chaque 
courbe  de  ce  faisceau  tangentiel  on  peut  faire  corres- 
pondre une  tangente  isotrope  issue  du  point  cyclique  1 
et  une  tangente  issue  du  point  cyclique  J;  d'ailleurs, 
tangentiellement  à  une  droite  isotrope,  il  n'existe 
qu'une  courbe  de  la  famille,  puisque  cette  courbe  est 
alors  déterminée  par  2A "  +  2  tangentes.  Donc  les  tan- 
gentes issues  de  I  et  de  J  aux  courbes  de  la  famille  se 
correspondent  liomographiquement.  Le  lieu  du  point 
de  rencontre  de  ces  tangentes,  c'est-à-dire  le  lieu  du 
foyer  des  couibes  du  faisceau,  est  donc  une  circonfé- 
rence. C'est  la  circonférence  qui  sera  attachée  au  sys- 
tème des  2/1  -|-  I  droites. 

Il  reste  à  vérifier  que  les  trois  conditions  indiquées 
sont  bien  vérifiées.  Cela  est  évident  pour  la  troisième. 

Pour  la  première  aussi  puisque  la  courbe  monofocale 
de  classe  p  tangente  à  2p  droites,  étant  tangente 
à  2/7  —  i  quelconques  de  ces  droites,  fait  partie  de  la 
famille  dos  courbes  monofocales  de  classe  p  tangentes 
à  ces  2p  —  I  droites. 

Pour  s'assurer  que  la  seconde  condition  est  remplie, 
il  suffit  de  remarquer  cjue,  parmi  les  courbes  monofo- 
cales de  classe  A-\-i    tangentes  à   ^A-f-i    droites,  se 
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trouvent  les  courbes  constituées  par  le  point  à  rinfini 
de  l'une  des  droites  et  la  courbe  monofocale  de  classe  k 
tangente  aux  ik  autres  droites. 

Les  théoi'èmes  de  Miquel  et  de  ClilFord  sont  donc 
démontrés.  Cette  démonstration  est  celle  de  GlifFord. 


3.  La  méthode  beaucoup  plus  élémentaire  (\\x\  con- 
duisit Miquelà  son  théorème  permet  aussi  d'obtenir  la 
généralisation  de  Clifford. 

Démontrons,  avec  Miquel,  le  lemme  suivant  : 
Soient  quatre  circonférences  G|,  C^,  C3,  C4;  désignons 
par  a/y,  A//  les  points  communs  aux  deux  circonfé- 
rences Ci  et  Cy.  Si  les  points  a^ii  ^235  <^f^3/f>  ^h  sont  sur 
une  même  circonférence^  il  en  est  de  même  des 
poin  f  A'  A  4  2 ,  A2  3 ,  A3  i ,  A  -, , . 

abcd  étant  un  quadrilatère,  concave  ou  convexe,  et  la 

notation  abc  désignant  1  un  quelconque  des  angles  de 
premier  côté  ba  et  de  second  côté  6c,  la  relation 

abc  4-  cda  =  /i  tt, 

dans  laquelle  k  est  un  nombre  entier  positif,   nul   ou 
négatif,  est  la  condition   nécessaire   et  suffisante  pour 
que  les   quatre   points  a,  6,  c,  cl  appartiennent  à   une 
même  circonférence  ou  soient  en  ligne  droite. 
Dans  les  conditions  de  l'énoncé,  on  a  donc  : 


et 


A]2«12<^23+  <Ï23A-23  Ai2=  kTZ, 
Cl!,  1  a  I  2  A 1 2  -H  A 1 2  A4  I  «41  =  /i  7C , 
A34  a;}4«.',  I  4-  «41  A41  A;j4  =  A", 
«23«34A34H-  A34A23a23=  /' ^I 

«n  ce  12  «23  ^-  «23  <^H\  <^ii  =  kr.; 
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la  lettre  k  ne  désig^nant  pas  toujouis   le  même   entier. 
Mais  on  peut  prendre  en  particulier  : 


et  po 


SP7\ 


a<^\  (l\-2Cl2S  —  ^41  ^12  A  1  2  ~^~  ^12  ^12  '^ 23 5 
«23  «34  «41  =  «23^34  A34-f-  A^i^ay^ai^i 

AiaA*!  A34=  A,2  A4ia4i-f-  «41  A41  Asv, 

As'/A^s  A|2  ~  A34  A23«23  -H  «23  A23  A12. 


Donc,  en  soustrayant  la  cinquième  relation  de  la 
somme  des  quatre  premières,  on  a 

AioA'i  A  34 -4-  A34A23Ai.2'=  Z,' k  ; 

ce  qui  démontre  le  lemme.  Mais,  d'après  la  démonstra- 
tion même,  le  lemme  n'est  exact  que  si  l'on  admet  que 
la  circonférence  AjAoAaA/,  puisse  se  réduire  à  une 
droite. 

Ivcmarquons  d'ailleurs  qu'une  figure  formée  de 
droites  et  de  circonférences  est  transformée  en  une 
figure  formée  uniquement  de  circonférences  par  une 
inversion  convenable;  les  droites  de  la  première  figure 
étant  transformées  en  circonférences  passant  par  le  pôle 
d'inversion.  Donc  on  poiirra,  dans  1  application  du 
lemme  de  Miquel,  considérer  les  droites  comme  des 
circonférences  particulières  qui  oui  en  commun  un 
point  fictif  que  nous  désignerons  par  le  symbole  x-. 

4.  Nous  allons  maintenant  démontrer  de  proche  en 
pi'oche  le  théorème  de  Gliflbrd. 

Les    droites    du    système    seront    désignées   par    les 

chiffres  i,  '>^,  3, Parles  symboles  12,  12.3,  i234,  ..., 

on  désignera  respectivement  les  éléments  (points  ou 
circonférences)  que   le  théorème  de   Cliflbrd    permet 
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d'attacher  respectivement  aux  systèmes   i,   2;    1,  2,  3; 
1,  2,  3,  4;  ..., 

12  est  donc  le  point  de  rencontre  de  i  et  de  2  ; 
123  est  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  de 
côtés  I,  2,  3.  Quant  aux  éléments  i234,  12345,  ..., 
leur  existence  même  est  ce  que  nous  allons  démontrer. 
Dans  ces  notations  l'ordre  des  chiffres  n'imj)orte  pas. 

Cas  de  quatre  droites.  —  Appliquons  le  lemme 
aux  quatre  circonférences  ou  droites  i23,  3,  4?  '24- 

Les  deux  premières  ont  en  commun  i3  et  23.  La 
deuxième  et  la  troisième  ont  en  commun  34  et  00.  La 
troisième  et  la  quatrième  i4  et  24-  La  quatrième  et  la 
première  12  et  un  autre  point  A.  Or  les  points  i3,  oo, 
i4,  12  appartiennent  à  la  droite  i;  donc  les  points  23. 
34,  24  et  A  sont  sur  une  circonférence  ;  donc  234  passe 
par  A. 

De  même  23,  oc,  24,  12  appartiennent  à  2;  donc  i3. 
34,  i4  et  A  appartiennent  à  une  circonférence;  donc 
i34  passe  par  A. 

Les  quatre  circonférences  i23,  i34,  1  24,  234  passent 
donc  par  le  point  A,  qu'on  désignera  par  1234. 

Cas  de  cinq  droites.  Théorème  de  Miquet.  — 
Appliquons  le  lemme  aux  quatre  circonférences  i23, 
i34,  145,  i52  prises  dans  cet  ordre.  On  trouve  les 
couples  de  points  communs  i234,  i3;  i345,  14;  i245, 
i5;  1235,  12.  Et  comme  i3,  i4,  i5,  12  sont  sur  la 
droite  i ,  il  en  résulte  que  1234,  i345,  i245,  (235  sont 
sur  une  circonférence. 

Faisant  maintenant  jouer  à  la  droite  2  le  rôle  spécial 
que  jouait  avant  la  droite  1,  on  voit  que  2i34,  2i35, 
2145,  2345  sont  aussi  sur  une  circonférence. 

Ces  deux  circonférences  sont  donc  confondues,  c'est 
la  circonférence  de  Miquel  i2345. 
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Cas  de  six  droites.  —  Appliquons  le  lemme  aux 
circonférences  56i23,  563,  564,  56 124  p»'ises  dans  cet 
ordre.  Elles  nous  donnent  comme  couples  de  points 
communs  56i3,  56^3;  5634,  56;  56i4,  0624;  56i2  et 
un  autre  point  A.  Or  les  points  56 1 3,  56,  56 1 4,  56 12 
appartiennent  à  la  circonférence  56i,  donc  les  points 
5623,  5634,  5624,  A  sont  sur  une  circonférence  ;  c'est- 
H-dire  que  la  circonférence  56234  passe  aussi  par  A. 

De  même  Tes  points  5623,  56,  5624,  56 12  sont  sur  la 
(circonférence  062;  donc  56 1 3,  5634,  56 1 4,  A  sont 
sur  une  circonférence,  c'est-à-dire  que  la  circonfé- 
rence 56i34  passe  aussi  par  A. 

En  friisant  jouer  à  deux  droites  quelconques  le  rôle 
spécial  des  deux  droites  56,  on  voit  finalement  que  les 
six  cercles  de  Miquel  passent  par  le  point  A  qu'on 
désignera  par  la  notation  123456. 

Cas  de  sept  droites.  —  Appliquons  le  lemme  aux 
quatre  circonférences  6^1 23,  6^1 34,  67145,  6-i5â 
prises  dans  cet  ordre.  Nous  avons  les  couples  de 
points  6-1234,  671^^;  6-1345,  6714;  671245,  6715; 
67 1  235,  67 1  2.  Et  comme  les  quatre  points  nommés  en 
second  lieu  dans  chacun  des  couples  sont  sur  la  cir 
conférence  671,  les  autres  sont  sur  une  circonférence. 
En  permutant  le  rôle  des  droites  i  et  2,  on  verrait 
que  le  point  6-2345  est  aussi  sur  cette  dernière  ciicon- 
(érence.  Enfin,  en  faisant  jouer  le  rôle  spécial  des 
droites  6  et  7  à  deux  autres  droites,  on  voit  finalement 
que  tous  les  sept  points  tels  (jue  123456  sont  sur  une 
circonférence  1234567. 

fl  est  inutile  de  continuer.  Si  Ton  remarque  que  pour 
passer  du  cas  de  quatre  droites  à  celui  de  six  droites  il 
nous  a  suffi  de  répéter  la  démonstration  relative  au  pre- 
mier de  ces  cas  en  ajoutant  à  chaque  svmhole  de  point 
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OU  (le  circonférence  les  deux  chifTres  5,  6  et  aussi  que, 
pour  passer  du  cas  de  cinq  droites  à  celui  de  sept,  nous 
avons  ajouté  simplement  6  et  7  à  tous  les  symboles 
employés,    on    a    la    clef  des    généralisations    succes- 


sives. 


5.  (>uelle  que  soit  la  méthode  de  démonstration  que 
Ton  adopte,  il  faudrait  la  compléter  par  l'examen 
des  cas  particuliers  dont  je  vais  dire  rapidement 
quelques  mots  en  m'appuyant  surtout  sur  le  mode  de 
raisonnement  de  Glifford.  Pour  éviter  des  difficultés 
accessoires  je  ne  considérerai  que  les  systèmes  de 
droites  réelles  et  non  parallèles  deux  à  deux. 

a.  Si  une  courbe  monofocale  est  tangente  à  la  droite 
de  l'infini  en  l'un  des  points  cycliques,  son  foyer  est 
confondu  avec  l'autre  point  cyclique. 

Lorsqu'une  courbe  satisfaisant  à  la  définition  posée 
pour  les  courbes  monofocales  est  tangente  à  la  droite  de 
l'infini  en  chacun  des  points  cycliques,  elle  n'a  en  réa- 
lité pas  de  foyer;  nous  conviendrons  de  dire  qu'elle  a 
comme  foyer  le  point  fictif  00  commun  à  toutes  les 
droites  du  plan,  voici  pourquoi  : 

Considérons  un  système  de  2  A"  -h  i  droites  et,  comme 
au  n"  2  le  faisceau  tangentiel  des  courbes  monofo- 
cales de  classe  k  tangentes  à  ces  droites.  Le  lieu  des 
foyers  de  ces  courbes  a  été  obtenu  par  l'intersection 
des  rayons  homologues  de  deux,  faisceaux  homogra- 
phiques  de  sommets  l  et  J.  Pour  que  ce  lieu  soit  une 
droite  et  non  une  circonférence,  il  faut  et  il  suffit  qu'à 
la  droite  de  l'infini,  considérée  comme  rayon  du  fais- 
ceau de  sommet  î,  corresponde  la  droite  de  l'infini 
comme  rayon  du  faisceau  de  sommet  J. 

C'est-à-dire  qu'il  faut  que  les  'ik -\-  i    droites  soient 
langenles  à   une  courbe   monofocale  de  classe  k  tan- 
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gente    à    la    droite    de   l'intini    en    chacun   des    poinls 
cycliques. 

b.  La  partie  d'une  courbe  monofocale  qui  est  à  dis- 
tance finie,  n'ayant  qu'une  seule  tangente  parallèle  à 
une  direction  donnée,  est  indécom[)Osable.  Si  donc  une 
courbe  monofocale  est  décomposable,  elle  se  compose 
d'une  courbe  monofocale  de  classe  inférieure  et  de 
points  à  l'infini. 

Considérons  un  système  de  s/r  droites;  au  n"  ^1 
nous  lui  avons  attaché  une  courbe  monofocale  de 
classe  /.•.  Cette  courbe  peut  ne  pas  être  déterminée 
d'une  façon  unique;  s'il  y  en  a  deux,  ces  deux  courbes 
ont  en  commun  (A  —  i)-  tangentes  à  l'infini  et  ik  à 
distance  finie,  donc/r--f-i  tangentes  communes.  Ces 
deux  courbes  ont  donc  une  partie  commune,  qui  est 
une  courbe  monofocale  et  par  suite  elles  ont  le  même 
foyer. 

Ainsi  le  point  attaché  à  un  système  de  droites  en 
nombre  pair  n'est  jamais  indéterminé;  ce  peut  être 
le  point  fictif  oc. 

c.  A  unsystème  de  aA  -f-  i  droites,  nous  avons  atta- 
ché un  faisceau  langentiel  de  courbes  monofocales  de 
classe  k\  ce  faisceau  peut  être  indéterminé,  c'est- 
à-dire  que  les  courbes  de  classe  k  tangentes  aux 
siAr+i  droites  peuvent  dépendre  de  plus  d'un  para- 
mètre. On  peut  disposer  de  deux  de  ces  paramètres 
pour  rendre  la  courbe  tangente  à  deux  droites  D|  et  Do 
parallèles  entre  elles,  mais  non  parallèles  aux  droites  du 
système  donné.  La  courbe  monofocale  ainsi  déterminée 
se  décompose  alors  en  le  point  à  l'infini  de  D,  et  1)^,  et 
une  courbe  monofocale  de  classe  k — i  tangente  aux 
droites  du  système,  laquelle  peut  être  elle  aussi  décom- 
posable. Soit  C  la  courbe  monofocale  de  classe  la  plus 
petite  possible  qui  soit  tangente  aux  dioites  du  système; 
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celle  courbe  C  fait  nécessairement  partie  de  toutes  les 
courbes  de  classe  k  tangentes  aux  droites  du  système. 
Donc  toutes  ces  courbes  ont  le  même  foyer. 

Donc  la  circonférence  altachée  à  un  système  de 
droites  en  nombre  impair  ik  -{-  \  n'est  jamais  indéter- 
minée; elle  se  réduit  à  une  circonférence  de  ravon 
nul  lorsijue  les  ik  -\-\  systèmes  de  'ik  droites  qu'on  en 
peut  déduire  ont  tous  le  même  point  associé. 

Dans  ce  qui  précède  je  n'ai  pas  invoqué  explicite- 
ment les  restrictions  faites  sur  les  systèmes  de  droites; 
mais  on  a  compris  que  le  fait  que  les  droites  étaient 
réelles  permettait  de  ne  pas  s'occuper  des  courbes 
monofocales  tangenles  à  la  droite  de  l'infini  en  un  seul 
des  points  cycliques  ou  des  faisceaux  de  courbes  mono- 
focales ayant  une  tangente  isotrope  fixe  el  qu'en  sup- 
posant les  droites  du  système  non  parallèles  deux  à 
deux  on  écartait  le  cas  où  seule  la  partie  à  l'infini  des 
courbes  monofocales  que  l'on  considérait  aurait  été 
déterminée  par  les  tangentes  données. 

6.  Il  est  facile  de  démontrer  analytiquement  le  théo- 
rème de  Clifford.  Voici  un  procédé  rapide  : 

Les  droites  du  système  seront  représentées  par  des 
équations  de  la  forme 

UiX  -^  viy  ^\=-.  o, 

dans  lesf|uelles  les  deux  coordonnées  x  et  y  sont  iso- 
tropes, c'est-à-dire  sont  données  en  fonction  de  deux 
coordonnées  rectangulaires  X  et  Y  par  les  formules 

^  =  X-+-ïY,        jK  =  X  — i'Y. 
Par  la  notation 

I  UX,    U,   PJK,    P|l,2,3,4, 

par  exemple,  je  désignerai  le  tableau  carré  ou  détermi- 
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nant  dont  les   lignes  se  déduisent  de  celle   écrite,  en 
donnant  h  u  et  i^  snccessivement  les  indices  indiqués  i , 
2,  3,  4. 

Par  la  notation 

\\UX,    a,    Py,    V,    [||i,2,3,4, 

par  exemple,  je  désignerai  le  tableau  rectangulaire  ou 
matrice  qu'on  obtient  par  le  procédé  qui  vient  d'être 
indiqué. 

Je  dirai^  comme  à  l'habitude,  qu'une  matrice  e^t 
nulle  si  les  déterminants  d'ordre  le  plus  élevé  possible 
qu'on  en  peut  déduire  sont  tous  nuls.  Voici  un  lemme 
qu'il  est  commode  d'énoncer  : 

Une  matrice  à  n  lignes  et  /z  -h  i  colonnes  est  nulle  si 
deux  des  déterminnnts  à  n'^  élémenis  qu'on  en  peut 
déduire  sont  nuls;  à  moins  que  la  matrice  formée  par 
les  colonnes  communes  à  ces  deux  déterminants  ne  soit 
nulle. 

Soit  par  exemple  la  matrice 

Il  a,  ^,  a,  h,  c||i,2,3,;: 
supposons  que  les  deux  déterminants 

|a,  a,  b,  c  11, 2. 3. 4;     I  p,  «,  à,  c|,,2,3,4 

soient  nuls  et  démontrons  qu'il  en  est  de  même  du 
déterminant 

|a,    ?,   a,    6|i,2,3,4. 

Par  hypothèse  il  existe  deux  relations 

X  a  -t-  ;jL  a  H-  V  6  -h  to  c  =  o, 
X' p  -+-  fji'a  -h  v'6  H-  nj'c  =  o, 

valables  j)our  les  valeurs  1,  p.,  3,  4  des  indices.  Si  m 
est    nul,    le    théorème    est  démontré  puisque  alors    la 
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matrice 

I!  a,  a,  h  l|i,2,3,4 

est  nulle.  De  même,  si  tu'  est  nul. 

Si  Tnrn'  n'est  pas  nul,  on  peut  éliminer  c  entre  les 
relations  précédentes.  Gela  donne  : 

Xrrr' a  —  X' i^^^  H-  (  [J.ttt'  —  \x  V5)a  ~\-  { vttt'  —  v' ttt )  6  =  o, 

relation  dont  tous  les  coefficients  ne  sont  nuls  que  si  X 
et  )/  sont  nuls;  or  cela  n'a  lieu  que  si  la  matrice 

Il  «'    ^.    c||i,o.3,v 

est  nulle. 

7.  Cas  de  deux  droites.  —  En  éliminant  successi- 
vement j)',  puis  .r,  enlre  les  deux  équations  des 
droites  i,  2,  notations  du  n'*  4,  on  voit  que  les  coor- 
données de  leur  point  de  rencontre  12  satisfont  aux 
relations 

I  ux  +  I ,  t.'  |,  .,  =  o  ;         I  vy  -f-  r ,  w  [1,2  =  o. 
On  peut  encore  écrire  ces  relations  .'^ous  la  (orme 

I a( w^  -h  i),  «<(--  |i^2  =  o;       I  ^^{^y  H- 1)^  "t^  |i,2  =  o. 

Cas  de  trois  droites.  —  Considérons  l'équation 

\u{ux  -^  i),  v{vy  ^x),  ifv  11 ^2,3  =  <^; 

étant  de  premier  degré  en  x  et  eny  elle  rej^résente  une 
circonférence.  D'après  le  lemme,  cette  ciiconférence 
passe  parles  points  12;  20;  3i,  sauf  peut-être  si  tous 
les  produits  u.v  sont  nuls,  c'est-à-dire  si  toutes  les  droites 
sont  isotropes,  cas  que  nous  laissons  de  côté.  On  a 
donc  là  Féquation  de  la  circonférence  128. 

Cas  de  quatre  droites.   —    [^'équation   de   la   cir- 
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conférence  120  est  la  condition  c|iie  doivent  vérifier  j:* 
et^'  pour  qu'il  existe  des  nombres  A,  jjl,  v,   non  tous 
nuls,  vérifiant  les  trois  relations  de  la  forme 

'  ..  X  w(Ma?  4- i)  •+- [Jt.p'(pj- -f- r) -h  V  ac  =  o, 

obtenues  en  afFectant  les  lettres  a  et  v  des  indices   i, 
2,  o. 

Considérons,  les  quatre  relations  obtenues  à  l'aide 
des  indices  i,  2,  3,  4-  Entre  ces  relations,  éliminons 
d'abord  A,  t^y,  u,  v,  puis  Kx,  /.,  a,  v;  nous  obtenons 
les  équations 

\u{iix  -^  \),  v"'^   c,  «(;  I,  2,3,i=  o; 

qui  déterminent  :r  et  jk  de  façon  que  les  quatre  rela- 
tions aienl  une  solution  commune  en  ),  a,  v.  Le 
point  jr,  j'  est  donc  commun  aux  quatre  circonfé- 
rences 120,  284,  3^1,  /\\'2.  (/est  le  point  i234-  Nous 
écrirons  les  équations  qui  déterminent  ce  point  sous 
la  forme 

j  i<2(wa; -h  1),  ii-i\  îa^,  ?«(^  |,  2,3,4  =  o; 

I  V^V  y  -\-  l),   a2p,   MP2,   ^/P  11, 2, 3,'.=  o. 

Cas  de  cinq  droites.   —  L'équation 

I  u'^{ux  -[-\)^  v^{vy  -^  i),  u-v,  uv-,  iw  |i,2,3,4,5  =  o 

représente  évidemment  une  (  irconférence  qui,  d'aprcs 
le  lemmc,  contient  les  cinq  points  tels  (pie  i23f,  sauf 
peut-étie  dans  le  cas  où  la  matrice 

Il  iûi\  iiv^-.  Mi;  11,^2,3,1,0=  o 

serait  nulle.  Oiv,  dans  ce  cas,  en  sujiposant  toujours  1rs 
droites  non  isotropes,  elles  devaient  toutes  passer  j)ar 
un  même  point  I*.  Tous  les  points  tels  (jtie  i  '>,3  f  seraient 
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eii  P  et  1  existence  d'une  circonférence  contenant  tous 
ces  points  1284  ne  se  pose  alors  pas. 

Cas  de  six  droites,  —  On  voit  de  suite  que  le  point 
attaché  au  sjstème  est  donné  par 

I  M^(m5?  -h  1),   W3p,   ff"-p2^   i,çi^   ii2ç^   Wç>2  |,  2  3  ^  „  g=  o; 
I^M^r  +0-    "^^,    ^*'^'^    W^^    W'^^',    Wt^-|l<2,3,4,5,6=  O. 

Cas  de  sept  droites.  — -  La  circonférence  attachée  à 
sept  droites  est 

j  u^{ux  -\- 1),  v^{vy^\),  u^ç,  ii^v"^,  uv^,  wH",î«(^2|,,,,3,4,5,6,-  =0. 

Il  ne  saurait  y  avoir  doute  que  pour  le  cas  où  la 
matiice 

serait  nulle. 

En  écartant  le  cas  des  droites  isotropes,  ce  qui  per- 
met de  diviser  par  iw,  on  reconnaît  dans  la  relation 
obtenue  la  condition  pour  que  les  sept  droites  soient 
tangentes  à  une  même  parabole,  auquel  cas,  d'a[)rès  le 
n°  o,  la  circonférence  attachée  aux  sept  droites  se 
réduit  au  fojer  de  cette  parabole.  Mais  il  est  inutile  de 
recourir  au  raisonnement  de  Cliflord.  En  divisant  la 
matrice  par  le  produit  des  v  elle  s'écrit 

Il  u\  ir-,  ir-ç,  uv^,  iw  II  1,2, 3,;, 0,6=  o, 

et,  en  se  reportant  à  l'équation  qui  donne  l'^  du  point 
attaché  à  un  système  de  quatre  droites,  on  voit  qu'elle 
exprime  que  tous  les  points  tels  que  1284  ont  la  même 
abscisse.  Mais  on  voit  aussi  qu'elle  exprime  que  tous 
ces  points  ont  la  même  ordonnée,  donc  finalement  elle 
exprime  que  tous  les  points  1284  sont  confondus.  Et 
il  est  facile  de  conclure. 
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8.  Cette  démonstration  analytique  montre,  plus  net- 
tement encore  peut-être  que  les  précédentes,  qu'il 
s'agit  seulement  d'une  des  inierprétations  géométriques 
dont  est  susceptible  un  théorème,  que  je  n'énonce  pas, 
sur  les  correspondances  homographiques  ayant  un 
couple  homologue  commun.  Dans  le  numéro  précédent 
les  deux  variables  sont  x^  y  et  le  couple  commun 
est  00,00. 

Si  l'on  reprend  les  raisonnements  des  n°^  3  et  4  en 
y  remplaçant  les  relations  d'angle  par  des  égalités  de 
rapports  anharmoniques,  on  aura  une  dérïionsttation 
géométrique  générale  de  ce  théorème  sur  les  corres- 
pondances homographiques.  Le  lecteur  pourra  chercher 
d'autres  interprétations  géométriques  de  ce  ihéorème  en 
géométrie  plane  et  en  géométrie  dans  l'espace. 

Tl  s'agit  ici  de  correspondances  homographiques 
entre  deux  variables,  donc,  si  l'on  veut,  entre  deux 
droites.  Y  a-t-il  une  proposition  analogue  pour  les  cor- 
respondances homographiques  entre  plans? 

J'appelle  aussi  l'attention  sur  une  proposition  de 
Miquel,  généralisation  à  l'espace  du  lemme  du  n°  3, 
qu'il  y  aurait  intérêt  à  étudier.  On  la  trouvera  dans  les 
Mémoires  cités. 


[K'2e] 

SUR  DËIX  THËORÈ^IËS  »Ë  W  FO\rË\E 
RELATIFS  4  l/Oill KOPOLE  ; 

Par  m.  V.  THÉBAULT. 


Dans  les  Nouvelles  Annales  (juin  1910,  p.  2^4)> 
nous  avons  donné  un  théorème  élémentaire  relatif  à 
l'orthopôle  d'un  diamèlre  du   cercle   circonscrit   à    un 
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triangle  qui  nous  a  servi  déjà  à  diverses  reprises.  Nous 
nous  pro|)Osons  de  l'utiliser  ici  pour  obtenir  une 
démonstration  particulièrement  simple  de  deux  théo- 
rèmes de  M.  Fontené  parus  dans  les  Nouvelles  Annales 
en  1906. 

1.  M.  Fontené  a  j)roposésous  le  n"  2021  la  question 
suivante  : 

Soit  un  triangle  ABC  et  soient  M^  N,  [^  les  milieux 
des  côtés.  Considérons  les  projections  D,  E,  F  dUin 
même  point  sur  ces. cotés.  Si  «,  ^,  c  sont  respective- 
ment les  intersections  des  droites  INP  et  EF,  PM  et  FD 
MN  et  DE.  le  triangle  abc  est  conjugué  par  rapport 
au  cercle  DEF  ('). 

L'auteur  en  a  donné  (1906,  p.  56)  une  solution  ana- 
lytique qui  fut  suivie  (p.  69)  d'une  démonstration 
géométrique  de  M.  R.  Bricard.  Celui-ci  énonce  ainsi 
le  théorème  de  M.  Fontené  : 

Soient  ABC  un  triangle^  DEF  le  triangle  podaire 
d'un  point  S  par  rapport  à  ABC,  a,  />,  c,  les  inter- 
sections respectives  des  droites  NP  et  EF,  PM  et  FD, 
MN  et  DE.  Les  trois  droites  D«,  E6,  Fc  concourent 
en  un  point  qui  appartient  au  cercle  DEF  et  au 
cercle  MNP. 

Sous  cette  forme,  la  question  2021  ap|)arait  nette- 
ment comme  la  généralisalion  delà  construction  d'Ha- 
milton  relative  au  point  cp  de  Feuerbach  qui,  comme 
l'on  sait,  est  l'orlho[)ôle,  |)ar  rapj)(>rl  au  liiangle  ABC, 

(')  Si  D,  E,  1^'  sonl  les  coiitacls  du  cercle  inscrit,  le  centre 
(J'homologie  des  triangles  abc  et  DEK  est  le  point  cp  de  Feuerbacli, 
l'axe  d'iioinologic  des  triangles  abc  et  ABC  esl  la   tangente  en  9. 

(W.    H.    IlAMU/lON.) 
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de  la  ligne  des  centres  10  des  cercles  inscrit  et  cir- 
conscrit au  triangle 

Or  nous  avons  donné  dans  celte  Revue  (mars  191 4? 
p.  108)  deux  démonstrations  géométriques  de  la  cons- 
truction d'Hamilton  dont  la  première  nous  paraît  être 
assez  élégante.  Le  raisonnement  peut  être  généralisé 
en  utilisant  notre  théorème  de  1910  (p.  274)  et  le 
théorème  que  donna  M.  Lemovne  en  1904  ' 

Les  distances  de  l  orthopôle  o  d' un  diamètre  OS 
du  cercle   circonscrit  à  un    triangle  aux  pieds  des 
hauteurs  égalent  respectivement  les  distances  des      - 
sommets  du  triangle  au  diamètre  OS. 

Autrement  dit  :  Les  projections  orthogonales  des 
sommets  du  triangle  sur  le  diamètre  OS  sont  respec- 
tivement symétriques  de  Vorthopôle  cp  du  diamètre 
par  rapport  aux  droites  joignant  les  milieux  des 
côtés  du  triangle. 

Si  l'on  projette  un  point  quelconque  S  du  dia- 
mètre OS  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC 
sur  les  côtés  de  ce  triangle  en  D,  E,  F,  le  cercle  DEF 
passe  par  Vorthopôle  o  de  OS  par  rapport  à  ABC. 

Le  cercle  DEF  passe  par  '^.  Le  cercle  to  circonscrit 
au  quadrilatère  AESl^'  a  pour  centre  le  milieu  de  AS 
et  son  symétrique  w'  par  rapport  à  NP  passe  aussi  par  cp 
en  vertu  de  notre  théorème  précédent.  Ce  cercle  passe 
aussi  en  A',  pied  de  la  hauteur  AA',  et  par  le  point  D, 
car,  S'  étant  symétrique  de  S  par  rapport  à  NP,  o'  a 
pour  diamèlre  SA'.  (  Voir  la  figure.) 

Les  droites  EF,  NP  et  coD  sont  donc  les  axes  radicaux 
des  cercles  to,  DEP'  et  w'  pris  deux  à  deux  et  se  cou- 
pent par  suite  en  un  même  point  «  ('V 

(')   M.   K.  Goormaghtigli,  utilisant   noire  raisonnement  pour  la 
Ann.  de  Mathéniat.,  4'  série,  t.  \Vl.  (Décembre  1916.)       oo 
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Le  triangle  abc  est  doDC  conjugué  par  rapport  au 
cercle    DEF.    Ce    théorème   de    M.    Fontené    permet 


alors   d'énoncer    un  grand  nombre    de  propriétés  du 
triangle   abc. 

En  voici  quelques-unes  parmi  les  plus  intéressantes  : 

Le  triangle  abc  a  pour  orthocentre  le  centre  du 
cercle podaire  de  S. 

Si  Pu,  Pb,  Vc'iont  les  puissances  des  so/mnels  a,  b^  c 
par  rapport  au  cercle  podaire  de  S  et  p  le  rayon  de 
ce  cercle,  on  a  les  relations  : 

I        _i_       _L  _  _  ±. 

2  — 2  2 

ab  bc  ac  2 


PaPft  P/>Pr  Pc  P. 


démonstration  de  la  constrution  d'Hamilton  {Journal  de  Vuibert, 
38»  année,  p.  37),  donna  cette  généralisation  (même  Revue,  p.  69). 
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faire  abc)-  i 

2.  Lorsque  S  est  le  centre  du  cercle  inscrit  I  au 
triangle  ABC,  on  obtient  la  propriété  de  VV.-R.  Hamil- 
lon  énoncée  au  précédent  paragraphe. 

La  démonstration  en  est  simple,  la  première  partie 
étant  le  cas  particulier  du  théorème  de  M.  Fontené. 

D,  E,  F  sont  alors  les  contacts  du  cercle  inscrit  avec 
les  côtés  de  ABC  et  es  le  point  de  Feuerbach  de  ce 
triangle. 

Les  points  «,  6,  C,  situés  sur  la  polaire  de  C  par 
rapport  au  cercle  inscrit,  sont  en  ligne  droite;  il  en  est 
de  même  des  points  a,  B,  c  et  A,  h^  c,  qui  forment 
respectivement  deux  alignements. 

Par  suite,  si  v'  est  le  point  où  la  tangente  en  co  au 
cercle  ï  rencontre  AB,  la  droite  ©F,  par  exemple, 
passant  en  c,  y'  pôle  de  es  F  aj)partient  à  la  polaire  ab 
de  G  par  rapport  au  cercle  L  De  même  les  points 
d'intersection  de  bcA  avec  BC,  de  acB  avec  GA, 
appartiennent  à  la  tangente  en  (p  au  cercle  L 

Donc  le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  points 
d^ Ilamilton  a^  b,  c  cV un  triangle  ABG  est  circon- 
scrit à  ABC  et  homologique  à  ce  triangle;  Vaxe 
d^ liomologie  est  la  tangente  au  cercle  inscrit  au 
point  cp  de  Feuerbach. 

3.  Le  cercle  [)odaire  o)  d'un  point  S  du  plan  d'un 
triangle  ABC  est  également  celui  de  Tinverse  triangu- 
laire S'  de  ce  point  par  rapport  au  triangle.  î^es  points 
d'intersection  Oi  et  o.>  de  ce  cercle  w  avec  le  cercle 
d'Euler  du  triangle,  sont  respectivement  les  orthopôles 
des  diamètres  OS  et  OS'. 


(  5oo  ) 

M.  Fonlené  a  établi  que  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  te  cercle  w  soit  tangent  au  cercle 
cV Euler  ûfe  ABC  est  que  O,  8,8'  soient  en  ligne  droite. 

Notre  théorème  de  1910  le  prouve  immédiatement. 

Pour  que  le  cercle  w  soit  tangent  au  cercle  d'Euler. 
il  faut  et  il  suffit  que  les  orthopôles  cp,  et  Oo  de  08 
et  OS'  soient  confondus;  par  suite  il  faut  et  il  suffit 
que  leurs  symétriques  par  rapport  à  la  droite  NP  des 
milieux  de  AB  et  BG  par  exemple,  soient  confondus^ 
c'est-à-dire  que  08  et  08'  soient  confondus. 

4.  Un  point  R.  quelconque  étant  donné,  il  est  inté- 
ressant de  déterminer  les  points  du  diamètre  OR  tels 
que  leurs  cercles  podaires  soient  tangents  au  cercle 
d'Euler  du  triangle  ABC. 

Soient  M,  M',  N,  N'  les  intersections  avec  OR  des 
bissectrices  intérieures  et  extérieures  des  angles  A  et  B, 
0)  et  w'  les  milieux  de  MM'  et  NN',  8  et  S'  les  deux 
points  cherchés,  inverses  triangulaires  l'un  de  l'autre 
par  rapport  au  triangle  ABC. 

On  a  visiblement 


MM'    =  4w  S  X  w  S', 
W"  =  4aj'S  xto'S'; 

d'où,  cp  étant  milieu  de  88', 


MM'    =  4(w  cp    —  Sep   _), 


et 


consL  =  MM'    —  NN'    =4(tocp    —  to'cp   ). 


Le  milieu  de  88'  étant  déterminé,  S  et  8' le  sont  aussi. 
Il  existe  un  seul  point  cd  et  par  suite  deux  points  8  el  8' 
qui  peuvent  être  intervertis. 
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[B12a] 

GÉ^ÉRALISATIOIV  DES  QIA^TITÉS  IMAGINAIRES  ; 

Par  m.  J.-B.  POMEY. 


On  sait  que  les  quantités  imaginaires  peuvent  être 
considérées  comme  les  résidus  des  fonctions  entières 
par  rapport  au  module  i  -\-  x^ . 

Soit  de  même  la  fonction 

dont  les  racines  sont  to<,  coo,  0)3,  de  sorte  que  l'on  a 

{x  —  coi)  (.r  —  (x>.i){x  —  103)  ^  373 —  SiX^  -h  S2X  —  53, 

identiquement.  J'appellerai  ^aa/i^iVe  ima^maiVe  toute 
fonction  entière  de  l'indéterminée  :r,  à  la  condition 
d'admettre  en  même  temps  l'équivalence  de  ladite 
fonction  avec  le  reste  de  sa  division  par 

(x  —  wi)  (a:  —  t02)  (^  —  W3). 

De  cette  façon,  les  quantités  à  considérer  seront  des 
trinômes  du  second  degré  en  x.  La  somme  de 


M,a?2H-Nia:-+-P, 


et  de 

sera  évidemment 

(M, -H  ÎM2)a72+(î\,-f-  N2):r+  P,+  P.,. 

Le  produit  de  deux  imaginaires  se  définira  naturel- 


(    502    ) 

lement  par  l'identité 

M ^2  +  is  ^  +  P  =  ( M,  :r2 _^  Ni o^  -h  Pi )  ( M2 372  +  N2 a:  +  Pa ) 

—  1{X Wl)  (iT  —  OD2)  (a?  —  OJ3), 

identité  au  moyen  de  laquelle  il  est  facile  de  déter- 
miner les  valeurs  à  donner  à  MN  et  P,  sans  parler  de  X, 
qui  ne  nous  intéresse  pas. 

On  obtiendra  ces  valeurs  de  la  façon  la  plus  simple 
en  faisant  x  égal  successivement  à  co,,  à  102  et  à  W3.  Et 
l'on  aura  les  égalités  ci-après  où  Ton  a  mis  f^  ^  pour 
M^  o)^  4-  ]N<  (o^  +  P  et  pris  pour  les  quantités  similaires 
des  notations  analogues, 


(0 


Mo>2 

Ma>| 


Soit 


tOi 

a>2 
W3 


NcOi4-  P  =/ia)j/2(o„ 
Na)2-1-  P  =/iw,/2a)„ 
Nw3H-P=/iœ3/2a>3. 


=  (O),  —  W2)(a)i—  tOj)((02—  W3). 


On  aura,  par  exemple, 


M  =  - 

A 


Wi 

W2 
003 


/la)3      /2a)3 

On  remarquera  que  ce  déterminant  s'annule  pour 
to^  =  (1)2  ou  CO3  et  pour  0)2  =  ^03  ;  il  doit  donc  être  divi- 
sible par  A  et,  par  suite,  M  est  une  fonction  entière 
de  coi,  0)2,  tog.  D'ailleurs^  si  l'on  échange  to,  et  (02,  par 
exemple,  ce  déterminant  change  de  signe,  et  il  en  est 
de  même  de  A,  tout  en  gardant  même  valeur  absolue. 
C'est  donc  une  fonction  symétrique  des  racines  to,, 
cOj,  to^.  Par  suite,  M  est  une  fonction  entière  symé- 
trique   de  oi),,   tL>2,   CO3  ;    donc  elle    s'exprimera   d'une 


(  5o3  ) 

façon  rationnelle  et  entière  en  fonction  de  5,,  52,  53. 
Ajoutons  que  si  ces  quantités  sont  des  nombres  entiers, 
il  en  sera  de  même  de  M,  pourvu  que  M,  N,  P, ,  M2N2P2 
soient  aussi  entiers. 

Un  raisonnement  analoi^ue  s'applique  à  chacune  des 
quantités  M  et  P. 

D'ailleurs,  on  peut  vérifier  par  le  calcul  ce  qui  vient 
d'être  dit:  par  exemple,  de  l'équation 


w 


on  tire 
d'où 


)3  =  Si  OJ  -  —  SoOJ  -\-  S-i 


W^=  (^f  —  S2)m--\~  (.Ç3 SiSz)0J  -h  Si  53, 

ce  qui  montre  que  le  déterminant 

(Sl  —  S2)m\^  ($3 —  SiS.îJoJi-hSiS^       CD,        I 


to\ 

Wi 

[ 

tôt. 

(1)2 

I 

= 

o^ï 

W3 

I 

est  égal  à  (5"^ —  •'>"2)^- 

On  obtiendrait  des  résultats  analogues  pour  les 
divers  déterminants  à  considérer  au  cours  du  calcul 
du  déterminant  qui  figure  au  numérateur  de  M. 

Nous  aurons  donc,  en  multipliant  les  équations  (i), 

(2)     (IVlwf-+-  N(0,-h  P)(M(o|+  Nu)2-f-  P)(Moj2+Nw3+  P) 

Si  l'on  appelle  module  d'une  quantité  imagi- 
naire y,, 0  la  i.M'iuc  cjirn'e  (ou  cubique  si  l'on  ncuO 
<^'c  y ),„  y ,,„/,,,,  ,  on  pouriM  ('uoucer  celle  relation  en 
disant  que  le  module  d'un  produit  est  égal  an  produit 
des  modules. 

Il  est  facile  d'exprimer  le  produit 


(Ma)-^-h  N(oi4-  P)(Mu>?,-f-  Nio^-f-  P)(Mw2^  NC03+  1»), 


(  3o,i  ) 

en  fonction  de  5,,  50,  53.  ,1e   l'écrirai  d'abord  sous  la 
forme 

M3(w,— a)(a>i-p)(a)2— a)(w2-  (3)  ( (03  -  a)  (0)3  —  ?), 

en  posant 

N  P 

ou  sous  la  forme  équivalente, 

M3(a3  —  5,  «2.^  .927.  —  53)  (  [33  —  5i  32  _^_  ^,2  4_  52  (3  —  53) 

=  M3  (  7.3  (53  _  i-j  p3  aï  4-  52  (^3  a  —  53  p3 

—  5ia3p2_^52^2fi2_  Si  S2a.S2+.ç,  53(^2 

-H.Ç.C-^P   —.<?,.«?  2 '■/.-?  +S^a^  —  52  53(3 

—  S-i  7-i  +  Si  S3  7.2  —  .«2  53  7  +  .Ç|  ) 

=  M3Ja3fJ3_5^a2p2(7  +  ^)-|-s2ap[(a  +  P)2— aa^J 

—  53[(a  +  8j3— 3a[3(a  +  P)]-hsîa2p2_5j52aP(aH   g) 

+  5l*3[(a  +  [i)2_  9.7^]  +  si  7^  -  52^3(7  +  [B)  -^  5^  { 
r  P3  P2     N  p    /  N2  p  \ 

/N3       ^  p   N\         2  P'  P   ^ 


N2  P\  P 


+  -^-.^3(j^-^^)+-^2M+^-2^3 


=  P3-f-5iP2N+52P(N2—  7PM)-+-S3(N3-3PMN) 
_  52  P2  M  -h  Si  .52  PNM  -f-  Si  s,  (  N2  —  2  PM  )  M 

+  :?!  PM2  H-  52^3  NM2  4-  5|  M», 

ou,  en  ordonnant, 

si  M3-h  i-3N3+  P3-4-  5253M2N  +  (si  -  25153)^12  P 
+  SiS3N2M+S2N2P-f-(5f—  2S2)P2M  +  S,P2xN 
4-(5i52—  353)MNP. 

A^ppelons  cette  fonction  de  MNP,  o(M,  N,  P).  Sup- 
posons que  5i,  .92,  53  soient  des  entiers.  Il  résulte  de 
ce  qui  vient  d'être  exposé  que  si  deux  nombres  entiers 


sont  de  la  forme 


on  aura 
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A5=«>(M.2N2P2), 

Al  A,  =  «(MNP), 


M,  N,  P  étant  des  entiers  comme  M,  N,  P,  et  M2N2P2. 
En  effet,  dans  l'égalité  (2),  on  aura 

•<p(MiN,P0=/la>,/ico,/ia)3, 

et,  par  suite, 

A,A2=cp(MNP). 

Un  cas  particulier  intéressant,  c'est  celui  dans 
lequel  cu^,  Wg?  ^^s  sont  les  racines  cubiques  de  l'unité; 
on  a  alors  .9,  =  ^2=  o,  53=  i  et  la  fonction  C9  devient 


0=  M3+N3+  p: 


3MNP 


M  N  P 
P  M  N 
N     P    M 


On  peut  remarquer  que  les  trois  facteurs  dont  le 
produit  constitue  C5(M,  N,  P)  dans  le  cas  général  sont 

de  la  forme 

X^M  -hXN  +  P. 

r 

Chacun  de  ces  facteurs  linéaires  égalé  à  zéro  repré- 
sente une  tangente  à  la  conique 

i\2— 4MP  =  0. 

Ce  qui  caractérise  '^,  c'est  donc  que  cette  forme  soit 
décomposable  en  trois  facteurs  représentant  des  tan- 
gentes à  cette  conique,  les  trois  valeurs  de  \  corres- 
pondantes étant  racines  d'une  équation 


à  coefficients  entiers . 


33  =  0 
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[S2a] 

SUR  Wm  NOUVELLE  FIGIRE  D  ÉQUILIBRE  D'iJ^E  MASSE  FUIIRE 

E^  ROTATION  ; 

Par  m.  B.  GLOBA-MIKHAÏLENKO, 

docteur  es  sciences. 


Dans  ma  Thèse  de  doctorat,  imprimée  dans  le  pre- 
mier fascicule  de  l'année  1916  du  Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  y  ai  démontré  l'exis- 
tence d'une  infinité  de  figures  d'équilibre  d'une  masse 
fluide  en  rotation,  infiniment  voisines  d'un  cylindre 
elliptique  indéfini.  Je  me  propose  ici  de  résoudre  le 
problème  suivant  : 

Imaginons  une  masse  fluide  homogène  formant 
une  couche  de  densité  1 ,  limitée  par  deux  cylindres 
elliptiques  indéfinis  et  homothétiques.  Les  molé- 
cules de  cette  masse  s'attirent  suivant  la  loi  de 
Newtoîi  et  la  masse ^  en  entier^  tourne  autour  de  son 
axe  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w.  La 
pression  extérieure  est  la  même  sur  les  deux  faces 
de  la  couche.  Dans  quelles  conditions  cette  masse 
sera-t-elle  en  équilibre  relatif? 

Pour  qu'elle  le  soit^  il  faut  et  il  suffit,  comme  nous 
le  savons  (*),  que  les  surfaces  des  cylindres  limitant 
la  masse  fluide  soient  des  surfaces  de  niveau. 

Or,  à  l'intérieur  de  la  couclie  fluide  (partie  creuse), 

(')   Voir  VriMiLL,  Traité  de  Mécanique^  t.  III,  Chap.  XX\l. 


I 
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le  potentiel  newtonien  est  constant;  donc  les  seules 
forces  qui  y  agissent  sont  les  forces  centrifuges  et  la 
fonction  des  forces  y  est  • 


U=  — (372 -f-jK^) -+- const. 


Soit 


a2    '     62        ^ 

l'équation  du  cylindre  intérieur.  Si  ce  cylindre  est 
une  surface  de  niveau,  ses  coefficients  doivent  vérifier 
la  condition 

0)2       ^  0)2 

—  a2=  _-  62,  d'où  a  =  b\ 

2  b-i 

car  U  doit  rester  constant  dans  toute  sa  surface.  Par 
conséquent,  la  couche  cylindrique  doit  être  de  révo- 
lution. 

Désignons  son  rayon  extérieur  par  /'oj  le  rayon  inté- 
rieur par  Â/'oi  k  étant  le  rapport  des  deux  rayons. 
Alors  pour  /f  =  o  le  cylindre  est  plein^  et  pour  k  =  1 
la  couche  cylindrique  devient  infiniment  mince. 

Considérons  un  point  à  l'intérieur  de  la  masse 
fluide.  Soit  /•  sa  distance  de  l'axe.  Alors  le  potentiel 
dans  ce  point  sera  (^) 

V  =  — Tr2-f-  T^k^rl  logr2H-  const. 

et  la  fonction  des  forces 

to2 
U  =  — ';r/-2+r/.2/-2  log/2-f-  _  r2_H  const. 

Pour  avoir  la  fonction  U  sur  la  surface  extérieure  et 
sur  la   surface   intérieure   (h'   la   couche,  il    faut  poser 

(')    Vi)ir  Ari'::i.i,,   Traite  île  Mécrtnif/ùe,  t.  HI,  p.  imS. 


(  5oS  ) 


dans  cette  formule 


;•  =  To         et         r  =  kro. 


En  écrivant  que  la  fonction  des  forces  prend  la  même 
valeur  sur  ces  deux  surfaces,  nous  aurons  la  condition 
d'équilibre 

f.i2  7  2  r^ 


d'où 


1  —  A» 


On   voit   facilement   que  —  =  i  pour   k=:o:    elle 

diminue  lorsque  k  croît  et  devient  nulle  pour  /r  =  i . 
Par  conséquent,  nous  voyons  que  la  couche  cylin- 
drique devient  cylindre  circulaire  plein  pour  (0-=  2tt:. 
C'est  la  vitesse  limite  pour  ce  cylindre.  Si  la  vitesse 
décroît,  la  masse  fluide  peut  affecter  soit  la  figure  d'un 
cylindre  plein,  soit  la  figure  d'une  couche  circulaire. 
Par  conséquent,  le  cylindre  circulaire  limite  est  une 
figure  de  bifurcation. 

Ainsi,  en  rattachant  ce  résultat  aux  résultats  obtenus 
dans  ma  Thèse,  nous  voyons  que,  pour  chaque  vitesse 
angulaire,  il  existe  au  moins  deux  figures  ellipsoïdales 
d'équilibre  :  cylindre  circulaire  et  couche  cylindrique. 
Mais  si  u)'^  ne  dépasse  pas  tu,,  il  faut  y  ajouter  la  troi- 
sième :  celle  du  cylindre  elliptique. 


(  ^og  ) 


CERTIFICATS  DE  IIÉCAMOIIE  RATI0\1\ELLE. 


Montpellier. 

Epreuve  écritf.  —  Deux  points  pesants,  de  masses  m 
et  ni\  sont  reliés  par  un  fil  élastique  de  masse  négli- 
geable. Lorsque  ce  fil  nest  pas  tendu,  sa  longueur  natu- 
relle est  a;  s'il  est  tendu,  de  manière  à  prendre  la  lon- 
gueur 1(1^  a),  sa  tension  est  égale  à  X'^Çl  —  a),  X  étant 
une  constante  donnée. 

On  place  le  fil  verticalement,  et  on  le  tend  de  manière  à 
lui  donner  la  longueur  ?.a;  puis.,  mainte na. nt  Jixe  le  point 
le  plus  élevé,  on  imprime  à  l'autre  une  vitesse  horizontale 

à  loX  4  /  - 


égale 


m 


m 


mm 


oj   étant  une  constante  donnée,  et 


Von  abandonne  le  système  à  lui-même. 

On  demande  d'étudier  le  mouvement  que  prend  le  sys- 
tème. 

Nota.  —  S'il  arrive  que,  dans  le  cours  du  mouvement,  le 
fil  reprenne  sa  longueur  naturelle,  on  ne  poursuivra  pas 
l'étude  du  mouvement. 

Épreuve  pratique.  —  Une  plaque  métallique  a  la  forme 


d'un  simple  té  ABGDEFGH. 


(  5'o  ) 


On  donne 


AB  =  DE  =  lo*^" 
BG  =  FE  =  2'^'". 


1°  Déterminer  la  position  du  centre  de  gravité. 

1°  Calculer  le  moment  d^ inertie  de  la  pièce  par  rapport 
à  un  axe  situé  dans  son  plan^  parallèle  à  AB,  et  passant 
par  le  centre  de  gravité. 

On  supposera  la  densité  de  la  pièce  égale  à  V unité. 

(Juin  1911.) 

Epreuve  écrite.  —  Une  sphère,  homogène  et  pesante, 
peut  tourner  sans  glisser  autour  d'un  axe  Jixe.^  vertical., 
passant  par  son  centre,  et  un  point  pesant  est  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  la  surface  de  la  sphère.  Les  liaisons  sont 
réalisées  sans  frottement;  le  rayon  de  la  sphère,  les 
masses  de  la  sphère  et  du  point  sont  égaux  à  l'unité. 

1°  Etablir  les  équations  qui  font  connaître  le  mouve- 
ment du  système. 

2°  Calculer  la  réaction  de  la  sphère  sur  le  point. 

3"  Examiner  le  cas  particulier  où  la  vitesse  relative 
initiale  du  point  est  tangente  au  parallèle  de  la  sphère 
sur  lequel  se  trouve  le  point  (on  ne  s'occupera  pas  de  la 
réaction). 

Epreuve  pratique.  —  Une  plaque  métallique  homogène 


CL 

c 

A' 


D     E- 


D'    E 


B 
F 

F' 
8' 


a  la  forme  d'un  double  té;  les  dimensions   sont   les  sui- 
vantes : 

AB  =  i5o^'", 

CD  =  5o"'", 
A  A'  =  200"", 
DD'  =  100*='", 


^ 
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OH  fait  osciller  la  plaque  autour  de  V arête  AB  maintenue 

horizontale.  Quelle  sera  la  durée  d^ oscillation  de  faible 

amplitude  ? 

On  prendra 

g  =  981'^'".  (Juin  1913.) 

Epreuve  écrite.  —  Un  cône  de  révolution  peut  tourner^ 
sans  glisser^  autour  de  son  axe  qui  est  maintenu  fixe  dans 
une  position  verticale.  La  base  du  cône  est  au-dessus  du 
sommet.  Un  point  matériel  pesant  est  assujetti  à  se  mou- 
voir sans  frottement  sur  la  surface  du  cône. 

i"  Etablir  les  équations  qui  font  connaître  le  mouve- 
ment de  ce  système  matériel. 

•2°  Examiner  le  cas  particulier  où,  à  l'époque  initiale, 
la  vitesse  relative  du  point  mobile  est  tangente  au  paral- 
lèle du  cône  qui  passe  par  la  position  du  jyiobile. 

Peut-on,  dans  ce  cas,  choisir  les  données  initiales  de 
manière  que  le  mobile  décrive  un  parallèle  du  cône? 

Épreuve  pratique.  —  Une  manivelle  OA,  ayant  i'"  de 
longueur,  tourne  dans  un  plan  fixe,  autour  de  son  extré- 
mité O  qui  est  fixe,  en  faisant  i5o  tours  à  la  minute.  Une 
bielle  AB,  ayant  4'"  de  longueur,  est  articulée  en  K  à  la 
manivelle,  tandis  que  son  extrémité  B  glisse  sur  une  droite 
fixe  D,  distante  du  point  O  de  10'"'  et  située  dans  le  plan 
dans  lequel  se  meut  la  manivelle. 

Calculer  la  vitesse  du  point  B  : 

1"  Lorsque  la  manivelle  est  parallèle  à  D; 

2"  Lorsqu'elle  est  perpendiculaire  à  D. 

(Noveml)re  191J.) 

Nancy. 

1.  Evaluer    l'intensité    de    la  pression   exercée  par   un 


0 


fluide    incompressible    homogène   pesant    sur    une   paroi 


(  ^'2  ) 

plane  Q  située  dans  un  plan  incliné  dun  angle  donné  ce 
sur  l'horizon.  La  paroi  Q  est  un  quart  de  cercle  OAB 
limité  par  deux  rayons  OA  et  OB  dont  le  premier  est 
horizontal;  le  quart  de  cercle  est  plus  bas  que  OA. 

2.  Déterminer  le  plan  de  charge  et  évaluer  sa  distance 
au  centre  de  masse  de  la  paroi  homogène  Q. 

3.  Déterminer  le  point  O  de  Vintersection  u  du  plan  de 
charge  et  du  plan  de  la  paroi  Q,  pour  lequel  u  est  axe 
principal  d'inertie  de  Q. 

4.  Définir  et  déterminer  le  centre  de  pression  de  la 
paro  i. 

5.  5i,  dans  le  plan  incliné  donnée  la  distance  de  OA  au 
plan  de  niveau  du  fiuide  est  à  notre  disposition,  comment 
faut-il  choisir  cette  distance  pour  que  le  centre  de  pres- 
sion soit  aussi  élevé  que  possible?  (Juin  igiu.) 

Soit  (G)  un  corps  solide  cylindrique  pesant,  homogène^ 
de  densité  o,25,  ayant  pour  section  droite  un  segment  de 
parabole  PSQ,  où  S  est  le  sommet  de  la  parabole  et  PQ  la 
corde  {limite  du  segment)  perpendiculaire  à  l'àxe  à  une 
dislance  donnée  d  du  sommet  S  ;  cette  distance  d  est  sup- 
posée égale  à  quatre  fois  la  distance  du  sommet  S  au 
foyer  F  de  la  parabole. 

On  demande  de  déterminer^  dans  le  solide  (C),  un 
plan  TT  tel  que^  si  l'on  place  (C)  dans  un  liquide  pesant, 


hoïnogène,  de  densité  8,  supposé  en  équilibre,  de  façon 
que  ir  soit  le  plan  d' a  ffleurement  de  (G),  le  solide  (G)  reste 
en  équilibre.  (Octobre  1912.) 

J 
Un  point  matériel  pesant  A,  de  masse  M,  est  fixé  sur  la         \ 


(  5i3  ) 

surface  a' une  :ipiièfe pesante, pleine  et  homogène^  de  même 
masse  M.  Soient  O  le  centre  de  la  sphère  et  R  son  rayon. 

Aprtfavoir  imprimé  à  la  sphère  une  rotation  (oq  autour 
de  OA,  on  pose  la  sphère  sur  an  plan  horizontal  n,  et  en 
même  temps  on  imprime  au  centre  de  masses  du  système 
une  vitesse  \'„  parallèle  au  plan  II. 

On  demande  : 

i"  D^étudiar  le  mouvement  du  système: 

i"  D'évaluer  la  pression  de  la  sphère  sur  le  plan  FI; 

3*  De  déterminer,  quand  Vo  =  o,  le  lieu  du  point  de  con- 
:act  de  la  sphère  et  du  plan. 

On  néglige  le  frottement.  (Juin  i<)i3.) 

L  n  solide  homogène  pesant,  ayant  un  point  fixe  O,  est  de 
'évolution  autour  de  la  droite  qui  joint  O  à  son  centre  de 
j^ravité  G.  A  l'instant  initial  le  point  G  est  situé  au-dessus 
du  plan  horizontal  passant  par  O. 

Soit  OG  —  /:  /ly:ons  -n-  O z  suivant  OG  et  01^  suivant  la 
zéîiithale  de  (> 

Si  0 xyz  esf  un  trièdre  trirectangle  fixé  au  solide 
et  O^r^i^  un  trièdre  trirectangle  {de  même  disposition) 
dxé  au  repère,  la  position  du  solide  dans  le  repère  est 
téterminée  par  les  trois  angles  d'Euler  '^,  0,  cp  relatifs  au 
.'oint  O 

Soient  a  ---  ij  a  l,  ics  moments  principaux  d'inertie  du 
solide  relatifs  au  point  fixe  O,  et  p,  q,  r  les  composantes 
•uivant  Or,  (>k,  O z  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  du 
orps  dans  son  niouvemcnt  autour  de  0. 

y ;ipf)OSons  que.,  à  l'instant  initial.,  les  valeurs  6o,  Oo,  coo 

di 
'  'Vo*  %i  ?i;    '^'^'^  angles  d'Euler  et  de  leuis  dérivées  -^ y 

t/0     dM 

—r  y    —r  soient 


i 

3  A  ■        '"  ~"'        '"      "      TA 


4'o=-7T'  ^^o='>,  ?o='*—  TT' 


■:-iL  n  (,quL  c:iL  ui  ciicur  initiale  de  r)  n'est  pas  nulle. 

Sfiii'.nf  r/i  //.'/    M  /,/  ///.rv  ,"  f/u  s<difli-  rt  M  sr  son  poids,  cl  soit 

\\  gi  .  V  :^  y,  '  .-  //-. 
-i:i'i.  'ie   \Iiitht  m,, , .,  \*  série,  t.  \\\.  M)t''cenil>fe  191G.)     o^ 
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On  demande  de  décrire  le  mouvement  de  Vaxe  Oz  du 
solide  dans  le  repère,  et  le  mouvement  du  solide  autour 
de  son  axe  O  z. 

Si,  sur  -f-  O^,  on  fixe  un  point  \x  à  V unité  de  distance 
de  O,  et  qu'on  désigne  par  P  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  fi.  sur  le  plan  horizontal  O^r,,  on  demande, 
en  particulier,  quelle  est  la  forme  de  la  courbe  décrite 
par  P  quand  t  varie?  (Octobie  igiS.) 

Paris. 

Composition.  —  On  considère  une  plaque  carrée  homo- 
gène pesante,  infiniment  mince  ABGD,  de  masse  M  et  de 

côté 

AB  =  BG  =  '2  a. 

Cette  plaque  est  assujettie  aux  liaisons  suivantes  : 
i"  Un  point  O  du  côté  DA  est  fixe; 


> ic 


2"  Ce  côté  DA  glisse  sans  frottement  sur  un  plan  hori- 
.zontal  fixe  x^Oy^. 

Trouver  le  mouvement  de  la  plaque  en  supposant 
d'abord  les  conditions  initiales  quelconques. 

Notation.  —  On  appellera  l  la  distance  OL  du  point 
fixe  0  au  milieu  L  du  côté  AD. 


En  prenant  pour  axes  liés  à  la  plaque  Vaxe  Ox  con- 
fondu avec  le  côté  OLA,  l'axe  Oy  parallèle  à  AB,  l'axe  O  z 
normal  à  la  plaque,  on  appellera  'h  Vangle  x^Ox  compté 
autour  de  la  verticale  ascendante  O z^  et  0  l'angle  ^lO^ 
compté  autour  de  Ox. 

Cas  particulier. —  En  supposant  qu'à  l'instant  initial  la 
plaque  parte  du  repos  dans  la  position  horizontale  f  6  =  o), 
établir  la  relation  qui  lie  'h  et  6.  Calculer  V angle  dont 
tourne  le  côté  DOA  dans  le  temps  que  met  la  plaque  à 
passer  de  /</  position  horizontale  à  la  position  verticale. 

Peut-il  arriver  que.  la  plaque  étant  placée  dans  ces 
conditions  initiales  particulières,lecôtéDOAreste  immobile. 

Epreuve  pratique.  —  Un  cylindre  droit  à  base  circulaire 
homogène  et  pe<>ant,  de  rayon  R  et  de  masse  M  est  assu- 


jetti à  rouler  sans  glisser  sur  un  plan  horizontal  fixe  IIH'. 
En  un  point  A  de  la  circonférence  de  la  section  droite 
passant  par  le  centre  de  gravité  G  du  cylindre  est  fixé  au 
cylindre  un  point  matériel  pesant  de  masse  m.  {La  figure 
représente  cette  section  droite.) 

i"  Indiquer  la  position  d'équilibre  stable  du  cylindre. 

i"  Le  cylindre  étant  écarté  infiniment  peu  de  cette 
position  d'équilibre  et  abandonné  sans  vitesse,  calculer 
en  secondes  la  durée  T  d'une  double  oscillation  infini- 
ment petite. 

3"  Application  numérique  : 

R=  i"», 

M  =  2000% 

m  =  9.0*. 

(>n  prendra,  dans  le  système  (i.d.S..  ::  —  980. 

(Juin    itH'i.) 
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Composition.  —  Une  barre  homogène  AB,  non  pesante^ 
se  déplace  dans  l'espace  de  telle  sorte  que  l'extrémité  A 
glisse  sans  frottement  sur  la  droite  dont  les  équations  sont 

y  =  o,         z  =  h 

et  que  l'extrémité  B  glisse  sans  frottement  sur  le  plan 
dont  l'équation  est  z  =  —  h. 

On  désignera  par  -il  là  longueur  de  la  barre  et  par  a 

h 
l'angle  donné  par  la  formule  sina  =  j-;  par  x  et  y  les 

coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  barre. 

On  suppose  que  tous  les  éléments  de  la  barre  sont  attirés 
par  le  point  O  proportionnellement  à  la  distance;  on  dé- 
signera par  0)2  l'attraction  de  Vunité  de  masse  placée  à 
l'unité  de  distance. 

On  demande  :  i"  d'étudier  le  mouvement  de  la  barre  et 
de  discuter  la  trajectoire  du  centre  de  gravité  ;  2"  de  cal- 
culer les  réactions  en  A  e^  B;  3"  d'examiner  le  cas  où 


jk;  =  tu  v//2cos2a— JKo^ 
JKo  ^l  y'o  étant  les  valeurs  initiales  de  y  et  -j-» 

ÉpREUViî  PRATIQUE.  —  Un  volumc  homogène  est  formé 
par  un  cône  de  révolution  de  rayon  R  et  de  hauteur  h  et 
par  une  demi-sphère  extérieure  au  cône  et  ayant  pour 
grand  cercle  le  cercle  de  base  du  cône.  On  demande  : 

î"  La  position  du  centre  de  gravité  du  volume; 

•2"  Le  rayon  de  gyration  du  corps  par  rapport  à  son 
axe  de  symétrie  et  par  rapport  à  un  axe  perpendiculaire 
mené  par  le  sommet  du  cône; 

3"  La  longueur  du  pendule  simple  isochrone  au  pen- 
dule composé  formé  par  le  corps  quand  Vaxe  de  rotation 
passe  par  le  sommet  du  cône  et  est  perpendiculaire  à  raxe 
de  symétrie. 

Application  numérique  :  h  =  80,  R  =  12. 

(Octobre  1913.) 

Rennes. 

Épreuve  écrite.  —  1.  Théorèmes  généraux  de  la  Dyna- 
mique relatifs  au  centre  de  gravité. 
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II.  Mouvement   d'un  cerceau   appuyé  sur   une   cheville 
cylindrique. 

La  cheville  a  la  forme  d'un  cylindre  de  révolution  dont 


l'axe  est  horizontal.  Le  cerceau  se  réduit  à  une  circonfé- 
rence matérielle  pesante  et  homogène  qui  reste  constam- 
ment dans  le  plan  d'une  section  droite  de  la  cheville  et 
roule  sans  glisser  sur  la  circonférence  de  cette  section 
droite. 

Epreuve  pratique.  —  Un  fil  flexible  et  inextensible  s'ap- 
plique sur  la  demi-circonférence  supérieure  de  la  section 
droite  d'un  cylindre  de  révolution  à  génératrices  horizon- 
tales. Le  coefficient  de  frottement  du  fil  sur  le  cylindre 

est  égal  à  -•  Les  extrémités  libres  du  fil  pendent  vertica- 
lement; l'une  d'elles,  \^  supporte  une  charge  de  \^'^.  Entre 
quelles  limites  devra  varier  la  charge  de  l'autre^  B,  pour 
que  l'équilibre  subsiste?  (]\ovembic  i<)ij.) 

Composition  éciute.  —  I.  hJtude  générale  du  mouvement 
d'un  cor/)S  solide  assujetti  à  tourner  autour  d' un  a.ve  fixe. 

II.  On  considère  le  système  formé  par  une  barre  hori- 
zontale homogène  OA  et  un  disque  circulaire  (Dj  de 
centre  A,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  barre.  La 
barre  OA  peut  tourner  sans  frottement  autour  de  la  ver- 
ticale du  point  fixe  <),  tandis  que  le  disque  {\^)  roule  sans 
frottement  sur  un  plan  horizontal.  Le  centre  de  gravité  G 
du  disque  ne  coïncide  pas  avec  le  centre  de  figure  A.  On 
demande  d'étudier  le  mouvement  que  prend  le  système 
sous  l'action  de  la  pesanteur. 


(5.8) 

Epreuve  pratique.  —  Un  corps  solide  pesant  est  muni  de 
deux  axes  de  suspension  parallèles  dont  la  distance  est 
égale  à  a.  En  faisant  osciller  ce  corps  successivement 
autour  des  deux  axes,  on  trouve^  pour  les  longueurs  des 
pendules  simples  synchrones  correspondants^  respective- 
ment l  et  l .  Sachant  que  le  centre  de  gravité  du  corps  est 
situé  entre  les  deux  axes,  on  demande  de  calculer  : 

1°  La  distance  x  du  premier  axe  au  centre  de  gravité; 

2°  Le  rayon  de  gyration  k  du  corps  autour  d'un  axe 
parallèle  aux  axes  de  suspension  et  passant  par  le  centre 
de  gravité. 

Cas  d'impossibilité  ou  d' indétermination. 

Application  numérique  : 


a  =  I 


1  /  - 


1  = 


I'",23, 


i"','3o. 
(Juin  1914) 


AMIE\^ES  QUESTIONS  NON  IlÉSOLUES. 


423  (1858,  37)  (^).  —  On  a  mesuré  les  trois  côtés  a,  b,  c 
d'un  triangle  rectiligne  ABC;  a,  (3,  y  sont  les  erreurs  absolues 
respectives  qu'on  peut  commettre  sur  la  mesure  des  trois 
côtés  a,  6,  c.  Evaluer  l'influence  de  ces  erreurs  sur  les 
angles  A,  B,  G, 

424  (1858,  33).  —  Même  question  pour  le  triangle  sphé- 
rique.  Gaillet. 

554  (1860,  464)-  —  On  a  fait  arriver  dans  un  poids  d'eau  x 
un  poids  p  de  vapeur  d'eau  à  d  degrés  sous  la  pression  de 
c  centimètres;  on  a  ainsi  porté  la  température  t  de  cette  eau 
à  la  température  t' \  l'eau  est  renfermée  dans  un  vase  métal- 
lique pesant  k  kilogrammes  et  dont  la  chaleur  spécifique 
est  m;  on  demande  la  valeur  de  x. 


(^)   La  (luestioii  423  a  été  résolue  (1859,  '!77)-  On  n'en  reproduit 
l'énoncé  que  pour  rendre  compréhensible  celui  de  la  question  42-4. 
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592  (1861,  216).  —  Soit  un  cvlin<lre  circonscrit  à  une  sur- 
face de  révolution  ;  àt  chaque  point  de  la  ligne  de  contact  on 
abaisse  des  perpendicuiaires  sur  Taxe;  on  obtient  une  surface 
gauche;  circonscrivons  à  cette  surface  un  second  cylindre; 
coupant  les  deux  cylindres  par  un  plan,  la  section  du  second 
cylindre  est  la  développée  de  la  section  du  premier  cylindre* 

M.  DUNESME. 

593  (1861,  2 16).  —  Un  cylindre  étant  circonscrit  à  une 
surface  de  révolution  engendrée  par  une  sinusoïde,  la  courbe 
de  contact  est  une  hélice  dont  la  projection  sur  un  méridien 
est  aussi  une  sinusoïde  semblable  à  la  courbe  méridienne;  le 

rapport  de  similitude  est-  ;  la  section  du  cylindre  par  un  plan 

est  une  cycloïde;  opérant  comme  dans  la  question  précédente, 
la  courbe  de  contact  sur  la  surface  gauche  est  encore  une 
hélice  égale  à  la  première  hélice.  M.  Dlnesme. 

598  (1861,  399).  —  Pour  quelle  longitude  du  Soleil  le 
temps  que  son  disque  met  à  traverser  le  méridien  est-il  un 
maximum  ou  un  minimum? 

604  (1862,  9.9).  —  Soient  donnés  un  point  ayant  pour  coor- 

a     6     Y 
données  ^)  Çj  ^j  axes  quelconques  x,  y^  z  et  trois  plans 


000 


Kx         BjK         Gz 

au  u 

X'x        B>        Cz 


_^  l^/  +  :!::  ^  D  =  o. 

u  u  u 


-+-D'=o, 


X"T    ,    B>    ,    G"._^j^„^^. 


u  u  u 


0  et  u  sont  des  quantités  quelconques.  Menant  par  le  point 
trois  plans  respectivement  parallèles  aux  trois  plans,  on  forme 
un  parallélépipède  dont  on  demande  de  trouver  les  arêtes  en 


a     3     Y 
fonction  de  :^ .  ^  >  -I;  et  //. 

0     0      o 


617(1862,    1)6).   —    Théorème.   —  Soient  w  =  m -^  fV  une 
fonction  inonodrome  ou  ruonogène;  uiie  courbe  fermée 

f{x,y)  =  0 


(     020    ) 

dans  le  plan  horizontal  des  indices  de  z\  m\  cylindre  ver- 
tical qui  a /(a?,  y)  =  o  pour  base;  deux  plans  verticaux  P 
et  P'  rectangulaires. 

Supposons  que  w  ne  devienne  ni  nulle  ni  infinie  dans  l'in- 
térieur de  f{x^  y)  —  o  et  que  l'indice  de  z  parcoure /(a?,  j'). 
Sur  chaque  génératrice  {x,  y)  du  cylindie  portons,  à  partir 
de  la  base,  les  longueurs  u  eii>  correspondantes;  nous  obtien- 
drons ainsi  deux  courbes  U  et  V. 

L'aire  de  la  projection  de  U  ou  de  V^  sur  !e  plan  P  est  égale 
à  Taire  de  la  projection  de  V.  ou  de  U  sur  P'. 

Dewli.f. 

643  (1863,  93).  —  Théorème  concernant  les  surfaces  d'un 
ordre  quelconque  (à  démontrer  par  des  considérations  de  pure 
géométrie). 

Parmi  les  surfaces  de  degré  n  qui  forment  un  faisceau 
donné,  il  y  a  en  général  (i) 

m  [(m  -h  2/1  —  3)2—  (/i  —  \)[n  -f-  -ini  —  3)] 

qui  touchent  une  suiface  donnée  du  degré  m. 

Par  exemple,  dans  un  faisceau  de  surfaces  du  degré  /?,  il  v 
en  a  ^{n  —  i)"^  qui  touchent  un  plan  donné. 

E.    DE    JONQIJIÈRES. 

693  (1864,  139).  —  Trouver  l'équation  des  courbes  paral- 
lèles aux  ovales  de  Descartes.  Strebor. 


EIlliATA. 


191G,  page  4^1,  lignes  \-'^  en  reniontanl,  et  page   ^02,   lignes  1-4. 
dans  les  seconds  membres,  au  lieu  de  : 

X„     X„     ...,     X,.,_,.     X,, 
lire  : 

A,,       A.^,       ...,       A//_i,       A//. 

1916^  page  /)o6,  ligne  i5,  au  lieu  de  trois  et  quatre,  lire  (\q\\\  e! 
trois. 

1916,  page  4>^9,  ligne  i5,  au  lieu  de  v  -\-  uz,  lire  r  -+-  p.  c. 
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